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Vorwort

Die neue Statik ist die alte Statik
und im Grunde ist die klassische Statik
heute mdachtiger als je zuvor

Einflussfunktionen sind ein bewédhrtes Werkzeug der Statik. Sie verkniip-
fen Statik mit Anschauung, denn mit ein paar geschickten Skizzen — wenn es
sein muss auf einem Bierdeckel — kann man leicht dem Tragverhalten einer
Struktur nachspiiren und so Klarheit iiber kritische Punkte finden.

Leider ist aber die Anwendung der Einflussfunktionen zunehmend in den
Hintergrund getreten, denn in Zweifelsfillen spielt man dann doch lieber Va-
rianten mit dem Computer durch und umgeht so die Miihe, nach dem warum
und wieso zu fragen und tiefer in das Verstdndnis des Tragverhaltens einzu-
dringen.

In der klassischen Statik beschrénkt sich das Thema Einflussfunktionen
auf den Satz von Land und seine Modifikationen und man verliert bald das
Interesse, weil sich die Einflussfunktionen so schwer berechnen lassen.

Neue Untersuchungen haben jedoch das Interesse an den Einflussfunktio-
nen wieder belebt, denn es ist nun klar, dass finite Elemente mit Einflussfunk-
tionen rechnen. Das gleicht einer Rolle riickwérts. Man dachte, man sei der
klassischen Rechenverfahren ledig, und plotzlich sieht man, dass sie in den
finiten Elementen frisch und lebendig wieder auferstanden sind.

Nur ist bei den Finiten Elementen der Begriff der Einflussfunktion viel wei-
ter gefasst. Das Stichwort heiflit Funktionale. Die Durchbiegung in der Feldmit-
te, das Moment iiber der Stiitze, die Kraft im Lager, all dies sind Funktionale.
Alles, was man berechnen kann, ist fiir die finiten Elemente ein Funktional.
Und zu jedem linearen Funktional gehort eine Greensche Funktion, eine Ein-
flussfunktion.

Nun sind Einflussfunktionen aber Biegelinien, Verformungen und da be-
ginnt das Problem, denn FE-Netze besitzen nur eine eingeschrinkte Kine-
matik. Es gibt ja nur einen beschrinkten Vorrat an Ansatzfunktionen (shape
functions), um Verformungen darzustellen. Und das ist der eigentliche Grund,
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warum FE-Ergebnisse in der Regel nur Ndherungen sind. Das FE-Programm
kann die exakten Einflussfunktionen auf dem Netze nicht generieren und es
nimmt statt dessen geniherte Einflussfunktionen dafiir und so sind auch die
Ergebnisse nur — Naherungen.

Die Einflussfunktionen sind also die wahren shape functions, die physika-
lischen shape functions. Sie muss ein FE-Programm moglichst gut annédhern.
Wenn das gelingt, dann sind auch die FE-Ergebnisse gut. Die Einflussfunk-
tionen sind der eigentliche ,Geist® in der Maschine.

In der Computerstatik geht das Thema Einflussfunktionen also weit {iber
den Satz von Land hinaus und um dieser Bedeutung gerecht zu werden, haben
wir dieses Buch geschrieben.

Es ist kein Buch fiir Erstsemester, der Leser sollte mit dem Thema Ein-
flussfunktionen schon etwas vertraut sein, dem Thema in den Statik- oder
Mechanikvorlesungen schon begegnet sein.

Wir behandeln die Statik auch scheinbar mit einem sehr spitzen Bleistift.
Das ist aber im Grunde Notwehr, weil sich in der Statik doch viele Dinge im
Laufe der Zeit eingeschliffen haben und der mathematische Hintergrund der
Formeln nicht immer offenkundig und evident ist.

Wir haben jeden Respekt vor der Leistung der Ingenieure, die im 19. Jahr-
hundert die Grundlagen der Statik gelegt haben. Wenn man in der Griindungs-
phase mit kleinen virtuellen Verriickungen an dem Tragwerk wackelte, dann
ist das ,klein‘ ein Symbol dafiir, wie tastend die Gehversuche war.

Heute aber sind wir in der gliicklichen Lage die mathematischen Struktu-
ren zu verstehen, die hinter den Energie- und Variationsprinzipen der Statik
stehen, wir wissen, dass das 0W, = §W; auf partieller Integration beruht, wie
auch der Satz von Land und dass der Satz von Betti gilt, weil die klassischen
Differentialgleichungen der Statik selbstadjungiert sind.

Die Statik hat mit den finiten Elementen in kurzer Zeit einen enormen
Lernkurs in Sachen Mathematik bewdaltigen miissen und wenn das fruchtbar
werden soll, dann muss doch auch in der Darstellung der Grundlagen dieser
Zugewinn deutlich werden.

Kassel Friedel Hartmann, Peter Jahn
Frithjahr 2016,/2024 hartmann@be-statik.de, PJahn@uni-kassel.de

PS. Urspriinglich sollte der Titel nur Einflussfunktionen — vom modernen
Standpunkt aus heiflen. Im Zeitalter der Suchmaschinen schien es uns jedoch
sinnvoll, das Wort Statik mit in den Titel aufzunehmen. Es war nicht unsere
Absicht einen (nicht existierenden) Gegensatz zwischen klassischer und mo-
derner Statik zu konstruieren. Nur der Blickwinkel auf die Einflussfunktionen
hat sich mit dem Computer geédndert.
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1

Grundlagen

1.1 Einfiihrung

Statik ist die Lehre von den Kréften und dem Gleichgewicht. In der Statik
der Kontinua — im Gegensatz zur Vektorstatik — sind die Belastung und die
Schnittgréffen Funktionen und die Gleichgewichtslage eines Balkens ist die
Losung einer Differentialgleichung, ET w!V (z) = p(x).

Aber die moderne Statik 16st keine Differentialgleichungen mehr, sondern
sie 16st Variationsprobleme — wie die Marktfrau mit ihrer Waage. Aus der
Statik ist eine ,Wackelstatik‘ geworden: Gleichgewicht ist ein Balanceakt! =
die Kunst des Wigens, [300] und je kleiner man die Elemente macht, umso
niher kommt man dem wahren Gleichgewichtspunkt.

Die Grundlage der Variationsprinzipe — auf denen die finite Elemente ja
beruhen — ist das Skalarprodukt von Kraft und Weg

!
/ EIw"™(2) 6w(z)dx = Kraft x Weg, (1.1)
0

und weil die Kraft EIw!V(x) = p(z) die Ableitung der Biegelinie ist, kann
man mittels partieller Integration das Arbeitsintegral umformen, aus der dufle-
ren virtuellen Arbeit W, wird innere virtuelle Arbeit §W;, und so entstehen
wie von selbst die Arbeits- und Energieprinzipe der Statik:

Das Prinzip der virtuellen Verriickungen
Der Energieerhaltungssatz

Das Prinzip der virtuellen Krifte

Der Satz von Betti

Mathematisch beruhen diese Prinzipe auf der ersten Greenschen Identitdt.
Das ist einfach die Summe der Terme, die entsteht, wenn man das obige

b oot teyvn


https://de.wikipedia.org/wiki/Statik
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Arbeitsintegral mittels partieller Integration umformt und alles auf eine Seite
bringt

l l )
o, . i . MM
(w, dw) :/ ETw!' dwdz + [V 6w — M sw']} — dr =0.
oW, SW;
(1.2)
Diese Null ist die wichtigste Invariante der Statik und Mechanik.
1.1.1 Partielle Integration
Die partielle Integration
l l
/ o' Sudr = [udull — / wou' dz, (1.3)
0 0
beruht auf dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung,
1 1
/ (udu) dx = / (v Su+udu') dr = [udu)}). (1.4)
0 0
Schreiben wir (1.3) als null, als ,Null-Summe*,
1 l
A (u, du) = / u Sudx — [udu)} +/ wou' dz =0, (1.5)
0 0

dann ist das ein Ausdruck, der fiir alle Paare von Funktionen aus C(0,1),
wie u = sin(z) und dJu = cos(x) null ist. Mit (1.5) kommt das fir alle
du in die Welt, das die Arbeits- und Energieprinzipe so geschickt ausnutzen,
denn das Skalarprodukt und die partielle Integration sind der Schliissel zur
Mechanik und Statik.

Die partielle Integration ist die materielle Grundlage der Variationsprinzipe.

Die Belastung ist eine Funktion, die gesuchte Biegelinie ist eine Funkti-
on und die Bestimmung der Biegelinie geschieht nach mathematischen Re-
geln. Mancher Leser ist vielleicht der Meinung, dass die Variationsprinzipe an
,Naturgesetze‘' grenzen, aber so weit wagen wir uns nicht hinaus. Was wir un-
ter dem Prinzip der virtuellen Verriickungen oder dem Prinzip der virtuellen
Krifte etc. verstehen, sind einfache Integralsitze, die ganz der Mathematik
angehoren und von daher ihre Giiltigkeit haben. In diesem Buch geht es um
das Rechnen in der Statik, um den Umgang mit Zahlen, Vektoren, Funk-
tionen und Differentialgleichungen und ein Beweis, dass zwei Integrale gleich
sind, W, = 6W;, muss nach mathematischen Regeln gefiihrt werden?.

2 Eine Briicke zwischen Mathematik und Natur zu schlagen ist sicherlich reizvoll,
und Wikepedia ist voll davon, aber diese Vermischung hat schon zu vielen Stu-
denten das Leben schwer gemacht, und soll hier fiir diesmal aufien vorbleiben.
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Bild 1.1. Beim Treppensteigen spiirt Witwe Bolte den Hauptsatz der Differential-
und Integralrechnung

Partielle Integration ist wie Treppensteigen (dann ist du = 1)

b
/ f(x)dz = f(b) - f(a) (1.6)

denn wenn bei jedem Schritt dx in der Horizontalen der Zuwachs an Hohe
df = f'(z) dx betrigt, steigt Witwe Bolte insgesamt um das Mafl f(b) — f(a)
aus dem Keller nach oben, siehe Bild 1.1.

Die Treppenformel (1.6), rechnerisch einfach die Summe iiber die Diffe-
renzen in der Treppe, Stufe Oberkante - Stufe Unterkante,

l
/0 f/(z)dz = Ax ZAf’:szi:Alx(le—fi)
=h—-—fotfo—fH+. .t o= fn-1)y=In—fo, (1.7)

ist der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung. Aus ihm
folgt leicht, dass z.B. das Integral der Normalkraft N(x) = EA« (x) in einem
beidseitig festgehaltenen Stab null ist, siehe Bild 1.2 a,

/l EAW (z)dx = [EAu)l = EA (u(l) —u(0)) =0, (1.8)
0

und ebenso das Integral des Biegemomentes M(z) = —ETw”(z) in einem
beidseitig eingespannten Balken, siehe Bild 1.2 b,

/ ' BIw () de = BT (w/(1) — w/(0)) = 0. (1.9)
0

Bei partiellen Ableitungen gilt

/u,ide:/univds—/uv,i ds?. (1.10)
Q r Q
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A A A . . . A A A A A A
T > 5 5 —5 ——>5 ——>5 [ 1
N(z) N\ M () |
——
a b

l l
/N(x)dx:() /M(x)d:nzo
0 0
Bild 1.2. Das Integral der Normalkraft und des Biegemomentes ist null

We=(=f+[f)ou=0

° > O
« > -« >
a
p
>>>—>—>—>—>—>
_ ou(x)
b 5W-—/IN5Nd —/l5d—6W
i= | g =) poud=0W.

Bild 1.3. Virtuelle Verriickung a) eines starren und frei beweglichen Stabes als
Ganzes und b) der Querschnitte eines beidseitig festgehaltenen elastischen Stabes.
Die beiden Integrale sind fiir jedes zuléssige du gleich, siehe (1.19)

Hier ist I' der Rand der Scheibe, der Platte {2 {iber die integriert wird, n;
ist die i-te Komponente des Normalenvektors n (Linge |n| = 1) auf I" und
u,; = Ou/0z; ist eine abkiirzende Schreibweise fiir die Ableitung nach x;.

Wenn eine Scheibe (2 an ihrem Rand I" festgehalten wird, u, = u, = 0, ist
das Integral der Spannung

Ope = E (€pp +Veyy) = E (Ug,p +V Uy,y ) (1.11)

tiber {2, also der Mittelwert von o4, null (und ebenso von oy, ), denn

/E(ug;,x—l—uuy,y)d():/E(uwnw—l—yuyny)ds:o. (1.12)
Q r
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1.1.2 Das Prinzip der virtuellen Verriickungen
Wenn an einem Stab zwei gegengleiche Krifte +f ziehen wie in Bild 1.3 a,
—f+f=0, (1.13)

dann kann man die Gleichung mit einer beliebigen Zahl du multiplizieren,
ohne etwas an dem Ergebnis zu dndern

ou-(=f+f)=—ou-f+ou-f=0. (1.14)

Statisch bedeutet dies, dass man den Stab beliebig verschieben kann (du) und
die Arbeit der beiden Stabendkréfte in der Summe dabei null ist. Das ist die
einfachste Anwendung des Prinzips der virtuellen Verriickungen.

Das Prinzip beruht auf der einfachen Tatsache, dass sich eine Gleichung
(wir bringen alles auf eine Seite)

(...)=0, (1.15)
nicht dndert, wenn man die Gleichung mit beliebigen Zahlen du multipliziert
ou-(...)=0, (1.16)

was natiirlich auch fiir Funktionen gilt, siehe Bild 1.3 b. Geniigt z.B. die Funk-
tion u(x) der Differentialgleichung

—EAY (z) —p(z) =0 0<z<l, (1.17)

dann folgt
l
/ (—-FEAY —p)dudr =0, (1.18)
0

oder nach partieller Integration, wenn die Randwerte der virtuellen Verriickung
null sind, du(0) = ou(l) =0,

PNGSN

!
dxz/ pouds. (1.19)
0

Und schon an dieser Stelle sei betont, dass du beliebig gro sein kann.
Anders gibt es auch keinen Sinn: Wenn (1.19) fiir ein infinitesimal kleines
du = 10710 . sin(rx/l) gilt, dann auch fiir du = sin(7z/l), weil sich je-
der Skalenfaktor wie € = 10710 einfach herauskiirzt, denn die Stabgleichung
—FAv"” = p ist linear und deswegen die erste Greensche Identitéit bilinear,
siehe (1.249).
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[ 1;2
u1
\f

¢ Bild 1.4. Zwei gedehnte Federn und der Satz
f1 ur- fa=uz- i von Betti, k = 3
1.1.3 Das Prinzip der virtuellen Krifte

Das Prinzip der virtuellen Krifte ist im Grunde eine Wiederholung des
Prinzips der virtuellen Verriickungen, nur ,von der anderen Seite her*,

l * l
/0 MEAN d:c:/o optudr, (1.20)

denn mathematisch ist es dieselbe Gleichung wie beim Prinzip der virtuellen
Verriickungen,

Prinzip der virt. Verriickungen

Prinzip der virt. Kréfte,

es werden nur die Namen geéndert, aus v wird ein du* und aus du wird ein
u. In der ersten Greenschen Identitéit werden Krifte und Wege iiberlagert

g(sinx,cosm) = Kriifte 1 x Wege 2 =0, (1.21)

und beide mal wackelt die Nr. 2 an der Nr. 1, der cosinus an dem sinus. Ob
aber der sinz ,virtuell* ist, oder der cos z, ist mathematisch irrelevant,

Z)(u =sinx,du = cosx) =0 Z//f)(éu* =sinz,u=cosz) =0, (1.22)

wenn natiirlich auch in der Mechanik viel Wert auf die unterschiedliche Inter-
pretation gelegt wird. Ob man aber Lasten p virtuell verriickt, (p, du), oder
einen virtuellen Felsblock dp* stemmt, (6p*, u), Arbeit ist es allemal...

1.1.4 Der Satz von Betti
Wenn zwei Zahlen u; und ugy die beiden Zwillings-Gleichungen
3'U1 =12 3'U2 =18 (123)

l6sen, (die 3 macht sie zu Zwillingen) und man multipliziert die beiden Glei-
chungen jeweils mit der anderen Losung ,iiber Kreuz¢,

UQ'3~U1:12"1L2 U1~3~UQ:18~U1, (1.24)
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ter einer Kraft f = 1 um g = 1/k
verldngert, dann verldngert sie sich un-

l Bild 1.5. Wenn sich eine Feder un-
f ter einer Kraft f umu=f-g

dann sind die linken Seiten gleich und daher miissen auch die rechten Seiten
gleich sein, siehe Bild 1.4,

Wl,g =12- U = 18- Uy = Wg,l . (125)

Das ist der Satz von Betti: Die reziproken dufleren Arbeiten zweier
Systeme, die im Gleichgewicht sind, sind gleich grof$. Das Ergebnis
beruht nur auf Algebra — wie auch bei dem folgenden Beispiel, einem Fach-
werk.

Multipliziert man die Knotenverschiebungen w; und us des Fachwerks aus
zwei Lastfillen

Kui=f, Ku=f,, (1.26)
skalar ,iiber Kreuz‘, dann ergibt das
ugKUl = Ugf1 U1TKU2 = U{fz ) (1.27)

und weil die linken Seiten gleich sind miissen auch die rechten Seiten gleich
sein

uj fr1=ui fo, (1.28)

ist also Wl)g = W271.

Technisch beruht der Beweis auf der Symmetrie K = K7 und Steifigkeits-
matrizen sind immer symmetrisch, wenn die Differentialgleichungen, wie in
der linearen Statik, selbstadjungiert sind.

1.1.5 Einflussfunktionen
Um die Gleichung

3.x=12 (1.29)
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p
YYYYYYYYVYVYYYYVYVYYYVYYYYVYYVYVYYYYYY
w(z) -
A l
wle) = [ Glw.2)p(w) dy
P=1 0
[ v ]

Gy, x)

Bild 1.6. Biegebalken und Einflussfunktion fiir die Durchbiegung in Feldmitte

zu l6sen, dividieren wir die rechte Seite durch die Zahl 3, und das kann man
auch als Multiplikation der rechten Seite mit dem Faktor g = 1/3 lesen. Die
magische Zahl g ist die Losung der Gleichung

3-g=1, (1.30)
also die Antwort auf eine ,Punktlast‘, auf die Eins. Wie natiirlich muss dann

x=g~12=%-12:4 (1.31)
die Losung von (1.29) sein, siehe Bild 1.5. Das ist die Technik der Einfluss-
funktionen oder Greenschen Funktionen (daher der Buchstabe g).

Soll etwa die Verschiebung u; eines Fachwerkknotens berechnet werden, so
setzen wir in den Knoten eine Kraft f; = 1, bestimmen die dazu gehorigen
Knotenverschiebungen des Fachwerks, den Vektor g;,

Kg, =¢€; (i-ter Einheitsvektor) , (1.32)
und bilden das Skalarprodukt zwischen den beiden Vektoren g, und f
u=elu=el K 'f=gl'f. (1.33)

7
Bei einem Balken setzen wir in analoger Weise eine Einzelkraft P = 1 in den
Aufpunkt z, bestimmen die zugehorige Biegelinie G(y, ), sieche Bild 1.6, iiber-
lagern die Belastung mit dieser Biegelinie, und erhalten so die Durchbiegung
w(z) in dem Punkt x

l
w(z) = /O G(y,z)p(y) dy . (1.34)
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Bild 1.7. Die Kontrolle des Gleichgewichts der Kréfte an einem Balken beruht auf
einer dualen Formulierung, (ﬁ)(w, H=p-1+V(I)-V(0)=0
1.1.6 Identitidten
In der Statik geht es um das Losen von einzelnen Gleichungen

ku=f, (1.35)
oder symmetrischen Gleichungssystemen

Ku=Ff, (1.36)
oder um das Losen von Differentialgleichungen wie

EIw'V (z) = p(z) . (1.37)

Zu jeder linken Seite gehort eine einfache Identitit

P (u,6u) = Suku—ukdu=0 (1.38)
;@Z(u, du) = du' Ku — u" Kéu =0 (1.39)
%(w,&w):/ EIw!' 6w dx + [Véw — Méw']}) — E(SI dx =0.
0 0

(1.40)

Die letzte Identitéit beruht auf partieller Integration und daher miissen wir
voraussetzen, dass die Funktionen w und dw hinreichend glatt sind, sie also

aus C*(0,1) bzw. C2(0,1) sind.

Die Arbeits- und Energieprinzipe der Statik basieren auf den Greenschen
Identitéten.
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Die zentrale Rolle des Arbeitsbegriffs (= Skalarprodukt) geht auf diese
Identitédten zuriick, denn die wesentlichen Formulierungen der Statik und Me-
chanik sind duale Formulierungen, sind ,Stereo‘, nicht ,Mono‘. Zwei Funk-
tionen, die Biegelinie w und die virtuelle Verriickung dw, sind in der Identitét

C(w, dw) = W, — 6W; =0 (1.41)

miteinander verkniipft und die null bedeutet, dass bei jeder Verriickung dw
die virtuelle &uflere Arbeit gleich der virtuellen inneren Arbeit ist.

Und weil die Identitit (1.40) fiir alle w € C?(0,1) gilt, muss sie z.B. auch
fiir die Verriickung dw = 1 gelten

l

C(w,1) = / Elw' 1dz+V({)-1-V(0)-1=0, (1.42)
0

und damit ist das Gleichgewicht der vertikalen Krifte, die zu einer Bie-

gelinie w gehoren, es ist EIw!Y = p, garantiert, siehe Bild 1.7.

Hier sieht man auch, wie man jedes 1-Term Integral durch Multiplikation
mit einer Eins zu einem 2-Term Integral machen kann, das man dann ,dual’
interpretieren kann und dual bedeutet wichten, messen. Wirkung bedingt im-
mer ein zweites.

1.2 Greensche Identitéiten
Im Folgenden stellen wir zunéchst in knapper Form die wesentlichen Dif-
ferentialgleichungen der Stabstatik vor und formulieren die zugehérigen

Identititen.

1.2.1 Lingsverschiebung u(x) eines Stabes

—EAY"(z) = p(x) (1.43)
1 1
NO6N
C(u, 6u) = / —EAW (z) 6u(z) dz + [N du)b — dz =0,
0 o FEA

dufere virt. Arbeit innere virt. Arbeit

(1.44)
mit der Normalkraft N = EA/, siche Bild 1.8.
Wenn EA(zx) verénderlich ist,

—(FBA(x)d (z)) = p(z), (1.45)

dann fiithrt partielle Integration
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P
Stab P Schubtréager J}
= |
u(z)| u(l) w(r)
N (x) V(x)
P
Balken
Seil a M

o U » (x) ¥

Vo) Ve |
P Th. 1I. Ordg.
el. Bettung M(z) v
‘\ <«H
c
| T) |

Bild 1.8. Stabverformungen

1 !
/ —(BA(z)d) dudx = [(~EA(x)u) du)}) — / —EA(z)u ou' dz  (1.46)
0 0

sinngemiB auf das Ebenbild der Identitdt (1.44), denn die Definition von
N = FA(z) v (x) dndert sich nicht

PNGSN

dr=0.
(1.47)

!
f://(u, ou) = /0 —(BA(z) ) du(z) dx + [N du)l) —

Weil —N’ = p dasselbe ist wie —(FA(z)«)’ = p, kann man auch schreiben
! !
/ —N'dudz = [N du]} — / —Nou' dz. (1.48)
0 0

Wird die Ausdehnung des Stabes durch Reibung (c) behindert, wie bei einem
Ausziehversuch
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—EAY"(z) + cu(z) = p(z), (1.49)
dann lautet die Identitat

_ !
C (u, 6u) = /0(—EA u”(z) + cu(z)) du(x) de 4 [N dul}

oW

! N6N
— | (——— +cudu)dz =0. (1.50)
/0 EA

oW;

1.2.2 Schubverformung wg(x) eines Balkens

—GAwY (z) =p(z) (1.51)
l !
> §
C (ws, dw) = / —GAwW!(x) dw(z) dx + [V dw]}) — VoV dr =0,

SWe SW;

(1.52)
mit V = GAw,.
Wenn der Balken auf einer elastischen Grundlage (c¢) ruht,

—GAWY (z) + cws(z) = p(z), (1.53)

dann hat die Identitat die Gestalt

!
f/ﬁ(w& dw) = / (~GAW! () + cws(x)) dw(z) dz + [V dw)}
0

dWe
l ~
oV
7/0 (VGT + cws dw)dr =0. (1.54)
OW;
1.2.3 Durchbiegung w eines Seils
—Hw" (x) = p(z) H = Vorspannung im Seil (1.55)

mit V(z) = Hw'(x) als der Querkraft in dem Seil (die Vorspannung H ist
das ET beim Seil)

, ! I
C(w, ow) = / —Hw" (x) dw(z)dx + [V dw]) — VTW dr =0. (1.56)
0 0

OWe W5
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vﬁw

L=Ncosp—Vsing gy . Schnittkrifte, Balken
T T=Nsinp+Vcose my 1 Ordg.

1.2.4 Durchbiegung w eines Balkens

EIw" (z) = p(z) (1.57)
l l
C(w, dow) = / EIw!'V (z)dwdx 4 [V dw — M dw']} — ME;;?[ dx =0,
0 0
SWe W5
(1.58)
mit M(z) = —Elw"(z) und V(z) = —EITw" (x).
Wenn EI(x) variabel ist,
(EI(z)w"(2))" = p(x) (1.59)
dann fithrt zweimalige partielle Integration
1
/ (EI(z)w")" wdx = [(EI(z)w") 6w — EI(z)w” sw']}
0
l
+ / El(x)w" dw" dz, (1.60)
0

esist M = —FEI(z)w” und V = —(EI(z)w"), auf die zu (1.58) analoge
Identitat

LM sM

dr =0.
o EI

(1.61)

l
g(w, ow) = / (EI(z)w")" dwdx + [V dw — M dw']}) —
0

Auch hier kann man, weil —M"” = p dasselbe ist wie (EI(z)w”)"” = p, schrei-
ben

! I
/ —M" dwdx = —[M' swl} +/ M' 5w dz . (1.62)
0 0
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1.2.5 Durchbiegung w eines Balkens, Theorie I1I. Ordnung

EIw"Y (z) + (D(z)w'(z)) = p.(z) D(z) =P+ /Osz(y) dy

(1.63)

!
C(w,ow) = / (ETw"Y (z) + (D(z)w'(2))) wdx + [T 6w — M sw']}
0

W,
L MoM N
- /0 ( 57 " D(z)w'(z) dw'(z)) de =0 (1.64)
W,
mit der Transversalkraft
T(z) = —-EIw" (z) — D(x)w'(z) = V(z) — D(z)w' (), (1.65)

als der Erweiterung der Querkraft um den vertikalen Anteil aus der schrig
gerichteten (w’ = tan @) Druckkraft D, [219], S. 8.

Die Konstante P ist eine Druckkraft in dem Stab und p.(z) und p,(z) sind
Linienkrifte in Achsrichtung und senkrecht dazu.

Die math. Transversalkraft® 7=V + N w’ (hier N als Zugkraft) ist konju-
giert zu dw, ist also vertikal gerichtet und N hat eine Komponente in vertikaler
Richtung. Multiplikation des statischen 7" in Bild 1.9 mit 1/ cos ¢ ergibt

T=V+Ntanp=V+Nuw', (1.66)
cos @
was mit dem math. T {ibereinstimmt, wenn wir 1/ cos ¢ ~ 1 setzen.
1.2.6 Elastisch gebetteter Triger

EIw"V (z) + cw(z) = p(x) (1.67)
Hierzu gehort die Identitét

!
Z//)(w, dw) = / (ETw™Y (z) + cw(x)) dw(z) dz + [V dw — M sw']}
0

OWe

MM
,/0( 77 + cw(x)ow(x))dr =0. (1.68)

SW;

3 Wie sie sich mit partieller Integration in (1.64) ergibt.
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1.2.7 Zugbandbriicke
Man stelle sich einen Balken vor, durch den ein vorgespanntes Seil gezogen
wird, so dass Balken und Seil gemeinsam die Streckenlast p tragen, [37],

Elw'V(x) — Hw"(x) = p(r)  H = Vorspannkraft (1.69)

, !
“C(w,0w) = / (ETw' (z) — Hw"(2)) dw(z) dz + [V dw — M dw']}
0

oW,

— /Z(M(”J + Hw'(z)ow'(z))de =0, (1.70)
0

EI

oW;

mit V= —-FETw" (z) + Hw'(z).

1.2.8 Torsion
Die Differentialgleichung der St. Venantschen Torsion

~GIr 9" (x) = my (1.71)

1 l

C/6(19, o) = / —G I 9" (x) 00(x) dx + [Mr 59)§ — My 0Mr der =0,
‘ 0 o GlIr
SWe oW,
(1.72)
und der Wélbkrafttorsion

EI, 0"V (z) — G It 9" () = my (1.73)

l
C(9,50) = / (EL, 9"V (x) — G Ip 9" (2)) 69(x) dx + [My 60 — M,, 60')}
0

SWe
—/Z(M+G]Tﬂ'(m) 60 (z))dx =0, (1.74)
. T EL
SW;
mit
My = —ELd"(x) Mp=—EL 0" (@) +GIrd () (1.75)

wiederholen die obigen Muster?.
4 Damit ist die Liste der Differentialgleichungen der Stabstatik noch nicht zu Ende.
Fiir eine umfangreiche Zusammenstellung verweisen wir auf [233].
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1.3 Die Arbeitssiatze der Statik

In den Greenschen Identitaten

PNGSN

i l
f{;’(u,au):/ —EAu" Sudz + [N dulf — dz =0,  (L76)
0

werden Kréfte [N] mit Wegen [m] iiberlagert, werden Arbeiten [N - m]
gezihlt und die Summe ist am Schluss immer null. Auf diesem Ergebnis, auf

dieser Null beruhen die Arbeits- und Energieprinzipe der Statik.

Prinzip der virtuellen Verriickungen

C(w,0w) = W, — §W; = 0. (1.77)

Energieerhaltungssatz

Ist das zweite Argument identisch mit dem ersten, dann ist es der Energie-
erhaltungssatz

1 _
3 Cw,w) =W, —W; =0, (1.78)

der besagt, dass die #uflere Eigenarbeit (deswegen der Faktor 1/2) als innere
Energie gespeichert wird.

Prinzip der virtuellen Krifte

Riickt man w(x) an die zweite Stelle und iiberldsst den ersten Platz einer
Testfunktion dw*, die man, wie es Tradition ist, mit einem Asterisk schreibt,
dann ist es das Prinzip der virtuellen Kréfte

(0w, w) = W — W =0. 1.79
(/ € K3

Satz von Betti

Der Satz von Betti entsteht durch Spiegelung aus der ersten Greenschen
Identitit

l
Blw, ) = C (w, ) —C (1o, w) :/O ETw!Y (2)ib(x) dx + [V i — M ]}

Wi, 2

l
—[wV —w' M, - /0 w(z) EIw!'Y (z)dx =0, (1.80)
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was bedeutet, dass die reziproken dufleren Arbeiten zweier Biegelinien w; und
wy gleich grof} sind,

B (wi,wy) = Wig— Wy =0,

also
B (wy,wy) = Kriifte 1 x Wege 2 — Wege 1 x Kriifte 2 = 0. (1.81)

Vorsichtshalber sei noch angemerkt: Hier wurden nicht die Greenschen Iden-
titdten an Hand der Variationsprinzipe ,verifiziert‘, sondern es ist umgekehrt:
Die Variationsprinzipe gelten, weil die Identitéten gelten.

Strong form and weak form

Mit den Greenschen Identitdten kommt der Unterschied zwischen starken
und schwachen Losungen in die Statik, siehe Kapitel 9.20. Entweder man 16st
die Differentialgleichung, die Euler-Gleichung, in jedem Punkt 0 < = < [,
oder man 16st das Variationsproblem %(w, dw) = 0 fiir alle Jw.

Prinzip vom Minimum der potentiellen Energie

Die potentielle Energie eines gelenkig gelagerten Einfeldtrigers ist — in
klassischer und moderner Notation nebeneinander — der Ausdruck

l 2 l
H(w):%/ %dw—/o p(x)w(w)dmz%a(w,w)—(p,w)

(1.82)

I

|
2
=
£

|
=
£

|

|
)
£

Ist w die Biegelinie des Trigers, BT w'" = p, dann ist a(w,w) — (p,w) = 0
(das ist die erste Greensche Identitdt) und dann verkiirzt sich IT(w) auf

II(w) = —% (p, w) = Eigenarbeit x (—1) (1.83)

woraus folgt, dass die potentielle Energie in der Gleichgewichtslage negativ
ist, weil Eigenarbeit immer positiv ist.

Addiert man zur tiefsten Lage w eine Testfunktion dw, mit jw(0) = dw(l) =
0, dann wird die potentielle Energie grofier

II(w+ dw) = IT(w) + f/()(w, ow) + a(dw, dw) , (1.84)
=0 >0

was belegt, dass IT(w) der tiefste Punkt ist. Ferner gilt, siche Kapitel 9.21,

Die erste Variation dIT der potentiellen Energie ist identisch mit der ersten
Greenschen Identitét,
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. 0%  Bild 1.10. Tumbleweed

811 (w, dw) = a(w, dw) — (p,ow) = C (w,dw) =0. (1.85)

Deswegen bilden die Greenschen Identitéiten die Vorlage fiir die finiten Ele-
mente. Man konstruiert eine Losung wy, = ), w; ¢;(x) so, dass

‘a(wh,%)f(p,@i):o i=1,2,...,n oder wafzo.‘ (1.86)

Free body diagram

Es sollte klar sein, dass die Greenschen Identitdten am frei geschnitte-
nen System (free body diagram) formuliert werden, denn ohne Randarbeiten
[...] wiren die Ausdriicke nicht komplett. Sind nur starre Lager vorhanden,
kann man auf das Freischneiden verzichten, wenn dw eine zuldssige virtuelle
Verriickung ist.

1.4 Ein Null-Summen Spiel

Die erste Greensche Identitét gleicht dem Spiel, das der Wiistenwind (= du)
mit dem ausgetrockneten tumbleweed (= u) treibt, siehe Bild 1.10. Egal wie
stark der Wind blést und wie gro8 die Kapriolen sind, am Schluss ist die Bilanz
immer null, ;///(m du) = 0. Lesen wir diese null wie eine Variationsaussage

Q/i)(u, ou) =0 fiir alle du, (1.87)

dann erinnert sie an die Weg-Unabhéngigkeit des Arbeitsintegrals einer Punkt-
masse m im Schwerefeld der Erde, siche Bild 1.11. Nahe der Erdoberfléche hat
die potentielle Energie den Wert I = m - g - y und wenn sich die Punktmas-
se m auf einem geschlossenen Pfad C = {z(s),y(s)}? bewegt, dann ist die
Gesamtarbeit null®

[t [} [f] - v
=m-g-(y(L)—y(0) =0 (1.88)

unabhéngig von der Gestalt der Kurve C — dem Pfad du so zu sagen.
Mit dem Skalarprodukt und der partiellen Integration kommt die Dua-
litdt, das Wechselspiel von Kraft und Weg in die Mechanik hinein.

5 Part. Int. und y(0) = y(L) mit L = Linge des Pfades
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Y _
/CdW =0 Bild 1.11. Geschlossene
T

Pfade im Schwerefeld der
Erde

Es beginnt mit dem Skalarprodukt® von zwei konjugierten Gréfien, einer
Kraft und einem Weg,

!
/ —EAY" 6udx = Kraft x Weg (1.89)
0

und indem man die Integrale mittels partieller Integration umformt

UNSN
o EA

!
7 (u,0u) = / —EAW Sudzx + [N du)) — der =0, (1.90)
0

kann man beliebig viele Paare von Funktionen u und du in mehreren solchen
,Null-Summen Spielen‘ miteinander verkniipfen

!
/ —FEAY Sudx + ...
0

l
/ EIuw'Y Sudz + ...
0

g(u, Su) = =0, (1.91)

/ —Audud + ...
0

und kommt so automatisch zu den Variationsprinzipen der Mechanik und
Statik.

Und dass es Null-Summen sind, also Invarianten — man denke an den
Wiistenwind — darauf beruht der grofie praktische Nutzen der Arbeits- und
Energieprinzipe, sprich der ersten Greenschen Identitét.

6 Die Uberlagerung zweier Funktionen nennt man ein Lo-Skalarprodukt.
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p=10kN/m

L

— ()

€ >
<€ >

1

—> T 5m
M(x)
]
50 kN V()
I |
M = —2FE1
auxy
E‘/ E‘/ )
dw = cos T OM = FEI cos
auxs

Bild 1.12. Kragtriger, aux = Hilfssystem

1.5 Beispiele

Nach dieser doch etwas knappen, schlagwortartigen Auflistung sollen nun
einige Beispiele den Inhalt veranschaulichen.

1.5.1 Das Prinzip der virtuellen Verriickungen
Die Biegelinie des Kragtréigers in Bild 1.12
Elw™(z)=10 w(0)=w'(0)=0 MU =V({1)=0 (1.92)

llat dle Gestalt
4 3 2

wa) =gl -5 Tt
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und die Schnittkréfte lauten
M(z) =522 +50x—125  V(z)=—10z+50. (1.94)

Die erste Greensche Identitit

: l Ny
g(w; 510) = / EI U)Iv(l’) Jw dx + [V Sw — M(s,w/]é N M oM

dr =0,

(1.95)

reduziert sich unter Beachtung von (1.92), und wenn dw(x) eine zuléssige
virtuelle Verriickung ist,

ow(0) =0 dw'(0) =0, (1.96)

auf den Ausdruck

) ! !
g}://(w, ow) = / 10 - owdz — MoM

dz =0, (1.97)

der mit der Bilanz 6W, — 6W; = 0 identisch ist.
Wihlen wir z.B. als zuliissige virtuelle Verriickung die Funktion dw(x) = 22,
so bestétigt sich das auch numerisch

] 5 5
(ﬁ(w,ﬁ):/ 10~;1:2d9c—/ (=52 + 502 — 125) - (—2) da
0

0
1250 1250
_ _ =W, —6W; =0. (1.98)
3 3
Dagegen ist die Funktion
dw(x) = cosx (1.99)

keine zuléssige virtuelle Verriickung, denn bei dieser Bewegung wird das
eigentlich feste linke Lager verriickt, dw(0) = cos0 = 1. Das setzt aber die
Giiltigkeit von Z)(w, dw) = 0 nicht aufler Kraft. Man muss jetzt nur richtig
zéhlen und beachten, dass nun auch die Querkraft V(0) = 50 eine Arbeit
leistet, und so ergibt sich mit

dM(z) = —EIéw"(z) = EI cos z (1.100)

auch das richtige Resultat (es ist =50 - 1 = —V(0) - cos 0)

§ 5 5
G (w,cos ) :/ 10coszdr —50 -1 —/ (=52% 4+ 50z — 125) cos = dx
0 0

— 9650 —59.6=0. (1.101)

—_———  ——
oW SW;
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N 5kN/m
| 1
‘ -180 ;;Vm '} dw(r) = -z

lJ v Sw =1

auxs

Bild 1.13. Bestimmung von M und V mit dem Prinzip der virtuellen Verriickungen.
Man schafft eine Beweglichkeit und misst die Arbeit

Die Starrkérperbewegungen dw = a + bx ignorieren i.a. ebenfalls die La-
gerbedingungen dw(0) = dw’(0) = 0, aber trotzdem ist ihre Anwendung
erlaubt und sogar geboten, denn mit zwei speziellen Starrkorperbewegun-
gen, dw(x) =1 und dw(x) = x, kontrollieren wir das Gleichgewicht, also
die Summe der vertikalen Krifte und die Summe der Momente um das linke
Lager

B 5
f;//(w,l):/o 10-1dz —V(0)-1=50—-50=0 Sw=1, (1.102)

5
(f(w,T):/ 10-zdx — M(0)-1=125-125=0 ow=uz. (1.103)
0

(M(0)-1 = M(0)-2'). Nur wenn w orthogonal zu diesen beiden Verriickungen
ist, herrscht Gleichgewicht am Balken.

1.5.2 Energieerhaltungssatz

Man {iberzeugt sich auch leicht, dass die Biegelinie des Kragtrégers dem
Energieerhaltungssatz geniigt
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p =10kN/m Pr=1

L : }

qw()
- 5m ” ) Sm i
aux.
M oM™
a b
> MSM*
Bild 1.14. Kragtriager
] l
%%)(w’w):%/op(x x_f/ —dw We — Wi

= % %(1562 5 — 1562.5) (1.104)

die duBere Eigenarbeit W, also gleich der inneren Energie W; ist.

1.5.3 Schnittgroflen

In Bild 1.13 wird ein Moment mit dem Prinzip der virtuellen Verriickun-
gen berechnet. Nach dem Einbau eines Momentengelenks ist das System
kinematisch und die erste Greensche Identitéit (1.58) ergibt

4
g(w,éw):/ 5-(—x)dx— M 6w =40 — M -1=0 (1.105)
0

und ebenso bestimmt man die Querkraft im Lager durch den Einbau eines
Querkraftgelenks, das die Verriickung dw = 1 moglich macht

) 4

;{/*(w,aw)z/ 5-1dz+30-14+V-1=0. (1.106)
0

1.5.4 Das Prinzip der virtuellen Krifte

Bei diesem Prinzip ist die Reihenfolge von w und dw vertauscht und man
schreibt iiblicherweise dw* statt dw
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1
Kf((sw*, w) = EI5w ™Y (z)w(z)dz + [§V* w — S M* w']}
0

l )
SM* M
- dz=0. 1.1
/0 7 de=0 (1.107)

Die Mohrsche Arbeitsgleichung basiert auf dieser Gleichung. Dort heifit
ow* = w

Um auf diesem Weg die Durchbiegung am Kragarmende des Trigers in
Bild 1.14 a zu berechnen, belasten wir den Triger in einem zweiten Lastfall
mit einer Einzelkraft P* = 1 (konjugiert zum gesuchten Wert w(l)), also

Elsw*V =0 sV*()=1 oM*(1)=0. (1.108)
Unter Beachtung von w(0) = w'(0) = 0 folgt dann

Y
oM™ M
g(ﬁw*,w) =P w(l) — / ol dr =0, (1.109)
0

oder (mit der d;,-Tafel)

1-w(5) = /05 52\ng da :-\ (-5)]-[ (-125)|-[5] = 781;‘125, (1.110)

und das ist die Mohrsche Arbeitsgleichung.

Nach diesem ersten Probestiick wollen wir das Prinzip der virtuellen Krifte
nun systematischer fassen. Weil dw™*(z) in (1.107) an erster Stelle steht, werden
mit der Wahl von dw* (z) implizit die KraftgroBen gesetzt, also die Streckenlast

EISw*V (z) =6 p* (1.111)

und die Momente §M* = —EI §w*” und die Querkrifte 6V* = —FEI dw*"" an
den Balkenenden. Summarisch nennen wir diese Terme die Kréfte § K*.

Weil die Weggroflen von dw™ an den Balkenenden in der ersten Greenschen
Identitdt nicht abgefragt werden, muss dw* keine Riicksicht auf die Lagerbe-
dingungen des Trégers nehmen.

Die Identitit < (dw*,w) = W — §W; = 0 garantiert dann, dass die
duere Arbeit 6W7 der Krifte 0 K* auf den Wegen w(z) genauso grof ist, wie
die virtuelle innere Energie §W}, also die Uberlagerung von §M/* und M. Das
ist der mathematische Hintergrund des Prinzips der virtuellen Krifte.

Prinzip der virtuellen Krifte

Ist ein System von duferen Kriften 0 K* im Gleichgewicht, dann ist die dus-
sere Arbeit SW* dieser Krifte auf den Wegen w des Balkens

l
SWr = / EIsw™V w(x)de 4+ [ Viw — 6 M*w']), (1.112)
0
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Bild 1.15. Stockwerkrahmen, Momente unter Last

gleich der virtuellen inneren Energie SW}, also dem Integral

L sy
§ M*M
SW; = dz . 1.11

Gelegentlich wird behauptet, dass die Krifte K™ infinitesimal klein sein
miissen, damit das Prinzip gilt, aber dafiir gibt es keinen sachlichen Grund,
denn partielle Integration macht keinen Unterschied zwischen grof§ und klein.

Das Gleichgewicht der virtuellen Kréfte ist im iibrigen garantiert, weil wir
die Krifte aus der Funktion dw* (dem ,Mutterschiff') durch Differentiation
herleiten und jede Funktion dw* € C4(0,l) die Gleichgewichtsbedingungen
erfiillt

C//,)((Sw*ﬁw) =0 ‘ow=a+bzx. (1.114)

Anders wiire es, wenn £ §w*'" und die Balkenendkrifte § VV* und 6 M * nicht
zueinander passen wiirden, wenn sie ,gewiirfelt’ wiren, dann wire die Bilanz
oW — W} wahrscheinlich nicht null.

3
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1.6 Rahmen

Die Erweiterung der Identititen auf rahmenartige Tragwerke wie den
Stockwerkrahmen in Bild 1.15 ist einfach, denn 0+ 0+ ...40 = 0.

Der Rahmen moge aus n Stielen und Riegeln mit entsprechenden Léngs-
und Biegeverformungen u; und w; bestehen. Fiir jedes w; bzw. w; schreiben
wir die zugehorige erste Greensche Identitdt an und addieren

0+0+...40=0. (1.115)

Dann trennen wir nach duflerer und innerer Arbeit. Was duflere Arbeit ist,
bleibt auf der linken Seite und was innere Arbeit ist, kommt auf die rechte
Seite, was die Bilanz

SWe = W, (1.116)
ergibt.
Der Term dW, lisst sich in der Regel weiter vereinfachen. Die beiden zu u;
und w; gehorigen Identitdten eines Riegels oder Stiels,
“(ug,0u;) =0 (lings) C(wi, 0w;) =0 (quer) (1.117)
tragen in der Summe zu W, einen Ausdruck wie

/ Pa OU; dT + / p. ow; dx + [N; 5'11,,;]3 + [V; dw; — M; 511)2]61' (1.118)
0 0

Randarbeiten

bei. Das sind also die virtuellen &uleren Arbeiten der Streckenlasten p, (l4ngs)
und p, (quer) zwischen den Knoten, und die Randarbeiten, die die Balken-
endkrifte, N;, V; und M; auf den zu ihnen konjugierten virtuellen Verriickun-
gen leisten.

Wenn in den Knoten des Rahmens keine Kréfte oder Momente angreifen,
dann sind die Anschlusskrifte der Balken in den Knoten unter sich im Gleich-
gewicht. Was als Normalkraft N ankommt, wird als Querkraft V weitergeleitet
etc. Ferner sind die virtuellen Verriickungen der Balken in den Knoten gleich
grof.

Wenn also die Knoten unbelastet sind, dann ist die Summe iiber die eckigen
Klammern null, und damit reduziert sich die Bilanz auf

i I
oW, = Z (/ P, ow; dx —|—/ Da Ou; d)

l
0

0
=> i O Mi OM; dz) = 6W; . (1.119)
i 0 i

d
. BA, T El

Wenn Punktlasten in den Knoten angreifen, dann springen die beteiligten
Balkenendkrifte um die Hohe dieser Punktlasten, und die Summe iiber die
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,
P ‘ A
wr () Tl—c wr(z)
My, () Mg(x)
| | I g
Vi, Vg

Bild 1.16. Die Einzelkraft spaltet den Balken (math.) in zwei Teile

Randarbeiten (die eckigen Klammern) ergibt dann in dem Knoten einen Bei-
trag wie P - dw(z).

Den Ausdruck (1.119) kann man weiter vereinfachen, wenn man auf das
Anschreiben der Integrationsgrenzen verzichtet und ebenso die Indices an wu;
und w; und FA; und FI; etc. wegldsst, denn jeder weif} ja, welcher Teil des
Rahmens gerade gemeint ist. Man schreibt also einfacher

5W5:/pz (5wda:—|—/pl. oudx (1.120)
und analog
NON M oM
A d:z:—i—/ I dx = W; (1.121)

so dass aus den vielen Identitdten am Ende schlielich der bequeme Ausdruck

NO6N M6M
§We:/pz5wdx+/p$5udx: oA dx+/ ol dx = 6W;
(1.122)

wird.

1.7 Federnde Stiitzung

Der Balken in Bild 1.17 ruht rechts auf einem elastischen Lager. Setzen wir
in der ersten Greenschen Identitit ETw!Y = p und V(I) = —kw(l), dann
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Bild 1.17. Federnde Lagerung eines Balkens, V (I) = —k w(l)

ergibt sich unter Beriicksichtigung der iibrigen Randbedingungen, w(0) =
w'(0) = M(l) =0, und dw(0) = dw’(0) =0,

PMosM
o EI

!
Z//J)(w, dw) = / powdx — kw(l) dw(l) — dx =0, (1.123)
0

und das ist die erste Variation §11(w, 0w) der potentiellen Energie
1 [t M2 1 :
Ow)== | —do+-kw*— dz . 1.124
(w) 5 /0 77 & + 5 kW /0 pwdz ( )

1.8 Einzelkrafte!und Einzelmomente

Es ist noch zu kliren, wie Einzelkrifte und Einzelmomente in die Arbeits-
gleichung hineinkommen, also Terme wie P - dw(x).

Diese Terme rithren von den eckigen Klammern, den Randarbeiten, her,
denn Einzelkrifte und Einzelmomente auf freier Strecke machen eine Zwei-
teilung der Biegelinie in wy,(z) und wg(x) notwendig, weil man — anschaulich
gesagt — nicht einfach iiber eine Einzelkraft hinweg integrieren kann. Der Rand
entsteht dort, wo die beiden Hilften zusammenstofien.

Man integriert vom linken Lager bis zum Fuflpunkt Z der Kraft, stoppt
dort, und setzt hinter dem Lastangriffspunkt die Integration fort

(/(/(w, dw) = (//f)(wL,MJ)(OJ—:) + (f(wR, ow)zy =0+0=0. (1.125)

Die beiden Teile der Biegelinie, wy(x) und wg(z), sind jeweils homogene
Losungen der Balkengleichung, weil wir hier der Einfachheit halber anneh-
men diirfen, dass keine Streckenlasten vorhanden sind

Elwgp(x)=0 O<x<Z Elwg(z) =0 T<xz<l, (1.126)

und an der Stelle T gehen die beiden Losungen stetig ineinander iiber, bis auf
die beiden Querkréfte Vi, und Vg, die um den Betrag der Einzelkraft springen,
siehe Bild 1.16,

MR(:TT) — ML(f) =0 VL(T) — VR(:f’) =P. (1127)

Bei der Addition der Randarbeiten, also der eckigen Klammern an der Uber-
gangssstelle, bleibt somit allein die virtuelle Arbeit der Einzelkraft iibrig
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Bild 1.18. Der Trédger muss in fiinf Integrationsintervalle unterteilt werden

[V, 6w — My, 6w')E + [Vg dw — Mg dw']s = P - dw(z) (1.128)
und damit lautet die Bilanz

l N
M oM
SW. = P u(z) = OM 4o = 5w, (1.129)

Mit Einzelmomenten verfihrt man sinngemésf.
Gegebenenfalls muss man, siehe Bild 1.18, die Integration mehrmals unter-
brechen

(ﬁ/(w, dw) = f){)(w, OW) (2, ,22) +i'///(w, OW) (zg,05) T - - - +g(w, OW) (25,26)
—040...40=0. (1.130)

All dies gilt natiirlich auch fiir Lagerkréfte, die ja auch Punktkréfte sind. Da-
mit sie in der Bilanz auftauchen, muss man allerdings virtuelle Verriickungen
wéhlen, die offiziell nicht zuléssig sind, die die ,Ruhepflicht‘, die Festhaltung
der Lager, ignorieren, was mathematisch ja vollkommen legitim ist.

Ist dw eine solche virtuelle Verriickung des Durchlauftrigers in Bild 1.18,
die auch die Lager verschiebt, dann stehen in der ersten Greenschen Identitét
auch die Arbeiten der Lagerkréfte

Z/ﬁ(w7 dw) = Ma ow'(z1) + Adw(zy) + Pow(zs) + M dw'(23) + B ow(zy4)

ve "MoM
+ / powdzr + Cow(xg) — dr=0. (1.131)
. o EI

Wir konnen gleich den umgekehrten Schluss ziehen:

Wenn man mit zuléssigen virtuellen Verriickungen dw an einem Tragwerk
,wackelt‘, dann sind die Arbeiten der Lagerkrifte null.

1.9 Lagersenkung

Im Zusammenhang mit einer Lagersenkung interessieren drei Themen:

e Der Energieerhaltungssatz
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Bild 1.19. Lagersenkung und Lagerverdrehung

e Das Prinzip der virtuellen Verriickungen
e Die Anwendung des Prinzips der virtuellen Krifte zur Berechnung von
Verformungen

Das rechte Lager des Tragers in Bild 1.19 senkt sich um einen Weg wa.
Fiir die Biegelinie des Trigers

EIw'V =0 w0)=w'(0)=0 MIN=0 wl)=ws, (1.132)

machen wir einen Ansatz aus zwei Funktionen, einer Biegelinie wy () mit
den korrekten Randwerten

wi(0) =wi(0)=0  wi(l)=wn (1.133)

und einer zweiten Biegelinie wy(x), die ,komplementéir zu wq(z) ist in dem
Sinne, dass die Summe w(x) = wy () +wz(z) den Gleichungen (1.132) geniigt

EIwlV(z) = —EITw!V(z) w(0) = wh(0) =wo(l) =0 M(l) + My(l) =0.
(1.134)

Mit finiten Elementen setzt man wi(x) = wa - p3(x), bringt die Spalte f,
von K auf die rechte Seite, Kw = —wa f5 und bestimmt aus diesen n — 1
Gleichungen (die Zeile 3 wird gestrichen), die iibrigen Knotenwerte w;.
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Energieerhaltungssatz bei Lagersenkung

Zur Formulierung des Energieerhaltungssatzes gehen wir auf die Diagonale
und iiberlagern w mit sich selbst

!
(w,w) = / Elw"Y wdr + [V w— Muw')) / 7d:12

=V( wAf/ —d:z:fO (1.135)

was nach Multiplikation mit 1/2

% G (w,w) = ; wa — 7/ —dx (1.136)

der Energieerhaltungssatz ist.

Prinzip der virtuellen Verriickungen bei Lagersenkung

Nun gehen wir auf die Nebendiagonale, Jw sei eine zulissige virtuelle
Verriickung, also dw(0) = dw’(0) = dw(l) = 0, und weil auch die Streckenlast
null ist, ETw!Y =0, ist W, = 0, und somit muss auch §W; = 0 sein

C(w,w) = — MM —6W; = 0. (1.137)

‘ 0 “EI
Das versteht man, wenn man an die Mohrsche Arbeitsgleichung denkt: Wir
berechnen in (1.137) mit Hilfe der frei gesetzten Einzelkraft V(I) im rechten
Lager (das Lager wird weggenommen, Reduktionssatz), um wieviel die vir-
tuelle Verriickung dort nach unten geht, aber dw(l) = 0. Bei Lagersenkungen
orientieren sich die virtuellen Verriickungen dw ja am urspriinglichen System,
sind also in den (urspriinglich) festen Lagern null.

Prinzip der virtuellen Kréfte bei Lagersenkung

Jetzt vertauschen wir die Plitze von w und dw, das wir nun dw* nennen,
wir formulieren also das Prinzip der virtuellen Krifte

C(6w*,w) = dWr — Wi =0, (1.138)

und wir berechnen mit diesem Prinzip beispielhaft die Durchbiegung in Bal-
kenmitte, siehe Bild 1.19. Traditionsgem#fl heifit die Biegelinie dw* bei Mohr
w.

Wir lassen also eine Einzelkraft P = 1 in Richtung der gesuchten Verschie-
bung wirken und formulieren mit den beiden Teilen der Biegelinie
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aux.
Bild 1.20. Virtuelle Verriickung, 6W, = W, =0

W= wy, + Wg (1.139)

und w die erste Greensche Identitdt und erhalten so, wir iiberspringen die
Zwischenschritte, das Ergebnis

(f(@uw)(o,o.sz) + (f(@mw)(o.m,z)

L
_ _ MM
=1-w(0.5)+ V() wa— dr =0, (1.140)
o FEI
oder aufgelost nach der gesuchten Durchbiegung
1y

MM _

w(0.51) = dx —V(l)-wa. (1.141)
o FEI

Bei einer Lagersenkung ist also die Mohrsche Arbeitsgleichung um den Bei-
trag —V(I) - wa zu erweitern, wobei V(I) die Lagerkraft aus P = 1 ist.
Der Beitrag ist negativ, weil er eigentlich auf die linke Seite gehort, zu den
virtuellen dufleren Arbeiten.

Wenn sich die Einspannung um einen Winkel ¢ o verdreht,

Elw™ =0  w'(0)=tanpa  w(0)=w()=M(1)=0, (1.142)
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dann erhélt man auf analoge Weise

LM

T-w(0.51) = —M(0) - tan o + o
0

d . (1.143)

Das Moment M (0) ist das Einspannmoment aus der Einzelkraft P = 1. Ei-
gentlich gehort es auf die linke Seite, weil es virtuelle &uflere Arbeit ist, und
so taucht es rechts mit dem Faktor (—1) auf.

1.10 Federn

In matrizieller Schreibweise lautet das Federgesetz, siehe Bild 1.21,

E—k||luw| |f
o ][] o140
oder kiirzer Ku = f.

Zu diesem System gehort die Identitét
Z,//(u, du) =ou" Ku —u" Kéu=0. (1.145)

Ist u die Gleichgewichtslage der Feder, Ku = f, dann ergibt sich aus der
Identitéit das Prinzip der virtuellen Verrickungen fiir die Feder

Cu,0u) = 6u’ f —uT Kéu =W, — 6W; =0 (1.146)
und analog das Prinzip der virtuellen Krifte

Clou,u) =ul f* — duT Ku =W — W =0. (1.147)

1.11 Temperatur

In der linearen Statik darf man die Ergebnisse superponieren und so kann
man den Lastfall Temperatur wie einen zusétzlichen Lastfall behandeln

w(r) =wpr1 +wrra ...+ wr . (1.148)

Wir diirfen weiter annehmen, dass wr am statisch bestimmten Tragwerk be-
rechnet wird, also die Form
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Bild 1.22. Temperaturverformungen
AT .
wr(z) = ar——u +ax+b, (a, b sind Konstante) (1.149)

hat, weil eventuell nttige Korrekturen in den vorangehenden Lastfdllen be-
handelt werden.

Das Prinzip der virtuellen Krdfte fiir eine Biegelinie wyp, wir setzen eine
Punktlast P* =1 in den Aufpunkt z, lautet dann

!
g(éw*,wT) =1 -wp(z)— / EI5w™" wi dx =0 (1.150)
0
oder mit w% = apAT/h
!
AT
wr(x) = / oM™ ar—— dx . (1.151)
0

Hierbei ist az ~ 1075 (Stahl, Beton) der Temperaturkoeffizient des Materials,
AT ist die Temperaturdifferenz zwischen Ober- und Unterkante des Trigers
und h ist die Trégerhohe, siehe Bild 1.22; wegen Details siehe Kapitel 7.2.

Genauso leitet man die Formel fiir die Lingsverschiebung aus Temperatur
ab

l
ur(x) = / IN*ap T dx, (1.152)
0
wobei T die Anderung gegeniiber der Ausgangstemperatur ist.

1.12 Die vollstindige Arbeitsgleichung

Wir haben nun alle Teile zusammen, um die vollstdndige Arbeitsgleichung,
die Mohrsche Arbeitsgleichung, zu formulieren
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_ MM NN - AT -

F, F, M; M;

+
k; — " kpy

Normalkraftfedern Biegemomentenfedern

— > Frwar  — Y M tanpa; . (1.153)
k l

Lagerverschiebungen  Lagerverdrehungen

Das ¢ auf der linken Seite steht sowohl fiir Verschiebungen als auch Verdre-
hungen.

Wenn es eine Verdrehung ist, dann ist es der Tangens des Drehwinkels, weil
in der ersten Greenschen Identitdt — auf der die Arbeitsgleichung ja beruht —
das Moment mit dem Tangens gepaart ist

et V- Muw'+ ... (1.154)

und nicht mit dem Drehwinkel.
Nur so wird die Arbeitsgleichung auch ihrem Namen gerecht, stehen links
wie rechts wirklich Arbeiten

M-(S:le-tango:[Nm]-[]:/Ol... (1.155)

1.13 Kurzform

Es wire nun sicherlich zu mithsam, fiir ein gegebenes System die Bilanz
oW, = oW; (1.156)

aus den Greenschen Identitdten der einzelnen Tragglieder zu entwickeln. Das
macht kein Ingenieur so, sondern der Ingenieur weif mit ein wenig Ubung
automatisch, welche Beitrige er W, zuschlagen muss. Das sind die Arbeiten
der Streckenlasten

! 1
/ P, 0w dx / P, oudx (1.157)
0 0
und die Arbeiten der Punktlasten
P, dw(zx) P, du(z) Méw'(x)  ete. (1.158)

und die Beitrige zu 0W; sind auch bekannt
MM N 6N AT
(5Wi:/ Foli dr + ﬂdx+/51\ffaTde+/5NozTde
SF, F; SM; M;
ki ksoj

— Z(SF}:U}AI@ — Z(H\fl tanpay,
k l

(1.159)
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und sie verkiirzen sich meist auf

l , l
M oM NON
oW, = d d 1.160
. B Y) Ea ™ (1.160)
oder oft noch einfacher auf
l }
MM
oW, = dr . 1.161
W, o x (1.161)

1.14 Dualitat

Die Arbeits- und Energieprinzipe des Balkens entwickeln sich, wie wir ge-
sehen haben, spielerisch aus dem Arbeitsintegral

/l EIw"Y (z)dw(x)dz, (1.162)
0

also dem Lo-Skalarprodukt von Kraft und Weg. Wie dies im Einzelnen ge-
schieht, ist in der ersten Greenschen Identitdt detailliert dargelegt. Und was
fiir den Balken gilt, gilt fiir die anderen Bauteile ebenso.

Kraft und Weg sind die beiden Pole, um die sich die Statik dreht.
Der Arbeitsbegriff ist der zentrale Begriff der Statik und die Grund-
Rechenoperation der Statik ist das Skalarprodukt

Die Kunst im Umgang mit der ersten Greenschen Identitét besteht eigent-
lich nur darin, die virtuelle Gréfle so zu wihlen, dass man an die Information
kommt, die man sucht:

virtuelle Verriickung f/ﬂ(w, dw) =0 — Krifte von w

virtuelle Krifte (C/Z(&w*, w) =0 — Wege von w
Satz von Betti (w1, wy) =0 — Wege und Krifte

Mit dem Satz von Betti kann man Weg- und Kraftgréfien berechnen, mit dem
Prinzip der virtuellen Krdfte Weggrolen und mit dem Prinzip der virtuellen
Verriickungen Kraftgroflen, iiblicherweise sind das Lagerkrifte.

Im Prinzip der virtuellen Verrickungen formuliert man

Qﬂ(w, ow) = Reale Krifte x virtuelle Wege — a(w, dw) =0 (1.163)
und im Prinzip der virtuellen Krifte dagegen
(f(&u*, w) = Virtuelle Krifte x reale Wege — a(dw*,w) =0. (1.164)

Um zum Beispiel die Lagerkraft A an dem Einfeldtréger in Bild 1.23 zu be-
stimmen, kann man eine Drehung um das rechte Lager, ow(z) = 1 — z/I, als
virtuelle Verriickung wéhlen
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pe 1 I _
A +B 1 dw
fb————>>
P R A
a l b
W1.2:7A-1+P-6w(x):W271 =0
1 <« > . 1/4
a -\ A 7
M (x) YL YR
¢ d
ow
Wis =P dw(x)— M(z) (w'(z_) —w'(zy)) =0
1 M 05
| A 1~
vl P \f/&
e V(@) f +0.5 ow

Wip=P-dw(x)+ V() (wz-) —w(xs)) =0

Bild 1.23. Einflussfunktionen sind Wege. Man zeichnet das System noch einmal an,
16st ein Lager oder baut ein Gelenk ein und verriickt die Kopie. Es gilt W7 2 = W5 1.
Die Arbeiten der Null-Kréfte rechts — das System ist kinematisch — auf den (nicht
angetragenen) Wegen links ist null, W2 1 = 0, und daher sind auch die Arbeiten der
Krifte links auf den Wegen rechts null, Wi o = 0. Zur Illustration wurden die Krifte
links rechts wiederholt, um ihre Wege zu verfolgen.

l
(w, dw) = / p(z) dw(x) dz — V(0) dw(0) =0, (1.165)
0
und die Identitdt nach A = V' (0) auflésen
t X
A~1:/p~(1—i)d1‘. (1.166)
0

Es sei noch erwdhnt, dass man auch mit dem Prinzip der virtuellen Verrickun-
gen Einflussfunktionen fiir Kraftgroffen an statisch bestimmten Tragwerken
berechnen kann, obwohl das Vorgehen eigentlich mit dem Satz von Betti iden-
tisch ist. Jedes Bild in 1.23 kann man als W, = 0 interpretieren.

Weil das Tragwerk nach Einbau eines Gelenkes kinematisch ist, ist die
virtuelle innere Arbeit 6W; = 0 und somit muss auch W, = 0 sein

C(w,ow) =W, —0=0, (1.167)
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Bild 1.24. Die Einflussfunktion fiir das Feldmoment in einem Sparren entsteht
durch die Spreizung des Gelenks um "Eins’, tan ¢; — tan ¢, = 1. Die vertikale Wan-
derlast schaut auf den vertikalen Anteil der EF

wahrend beim Satz von Betti

D (w,0w) =Wy —0=0 (1.168)

die Arbeit W5 ; null ist, siehe Seite 162. Mathematisch sind aber §W, und
W1,2 in diesen Situationen identisch, nur heiflen sie anders.

Sind Streckenlasten vorhanden, dann geschieht die Auswertung der Ein-
flussfunktionen durch Integration

b
A(x):/ p(z) dw(z) dx . (1.169)

Bei schrigen Stédben, wie dem Sparren in Bild 1.24, muss man darauf achten,
dass nur der Anteil von dw(x), der in Richtung der Wanderlast fillt, gezéhlt
wird.

1.15 Ganze Tragwerke

Die Formulierung des Prinzips der virtuellen Verriickungen an ganzen Trag-
werken ist ein Summieren der einzelnen Identitéiten, lings (u;) und quer (w;),

Z f//(uz, du;) + Z g(w“ dw;)=04+0+...40=0. (1.170)

%
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Bild 1.25. Durchlauftriger und das Prinzip der virtuellen Verriickungen, a) Mo-
mente, b) virtuelle Verriickung nach Einbau von Zwischengelenken

So kénnte man z.B. in den Durchlauftriger in Bild 1.25 drei Gelenke einbau-
en — die zuvor inneren Momente werden zu #ufleren Momenten — und diese
Gelenkkette so auslenken, dass die Einzelkraft den Weg Eins geht und man
hitte das Resultat (6W; = 0 weil die dw; Starrkérperbewegungen sind)

3
> Clwi, 6w) =W +6W; =Y —Mg-App+P-1=0  (1.171)
i k=1
Ay, = tan !, — tan ¢}, (1.172)

was einem wahrscheinlich nicht viel weiterhilft, weil man drei Schnittmomente
Mj, in einer Gleichung hat. Kennt man aber die Momente M}, dann kann
(1.171) als Kontrolle dienen. Ist I = 4 und P = 10, dann ergibt sich mit
Ap; = —0.25 — 0.25 = —0.5, Aps = 0.5, Aps = —0.5 und M; = —1.31, My =
3.98, M3 = —14.71 tatséchlich das richtige Ergebnis, ndmlich null

3
OWe=> My App+P-1=-05-(1.31+398+14.71) +10- 1 = 0.
k=1
(1.173)
Wichtig ist, dass die Integrationsgrenzen |...] zum einen die Lager und die Ge-

lenke und zum anderen Einzelkrifte und Einzelmomente respektieren miissen.
Mit jedem Einbau von zusétzlichen Gelenken in ein Tragwerk éndert sich die
Zahl der Abschnitte, iiber die zu integrieren ist. Bei dem Trager in Bild 1.25
sind es erst vier Intervalle, entsprechend den vier Feldern, und danach sind es
sieben.

Der erfahrene Ingenieur geht natiirlich nicht iiber die Identitéiten, sondern
er weifl automatisch, was er mitzunehmen hat, und was nicht. Das macht die
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Bild 1.26. Dreigelenkrahmen, Bestimmung des Moments M; mittels eines Polplans,
a) System und Belastung, b) virtuelle Verriickung nach Einbau des Gelenks, c)
vertikaler Anteil der Einflussfunktion im Lastgurt
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Bild 1.27. Mohr und der Satz von Betti, es ist einfacher M zu bestimmen, als die
Biegelinie Go(y, =)

Identitéiten aber nicht {iberfliissig, denn sie legen ja eigentlich erst fest, was
zu zahlen ist, und was nicht, wie die innere Energie aussieht und die duflere
Arbeit und wie sich Starrkérperbewegungen iiber ein Tragwerk fortpflanzen
— namlich als Pseudodrehungen — und die Identitdten garantieren schliellich
erst das Endresultat 6W, — 6W,; = 0.

Das Prinzip der virtuellen Verriickungen ist immer dann gut anwendbar,
wenn das Tragwerk statisch bestimmt ist, weil man dann durch das geschickte
Wegnehmen nur eines Lagers oder den Einbau eines Gelenks ein kinemati-
sches System erhilt, an dem man mit geeigneten Starrkérperbewegungen
eine unbekannte Lagerkraft oder ein inneres Moment bestimmen kann.

Bei Rahmen, wie in Bild 1.26, muss man sich allerdings erst mit Hilfe
von Polpldnen Klarheit tiber die Wege verschaffen, die die Kréfte gehen.
Programme koénnen dabei helfen, wenn sie in der Lage sind dem Anwender
ein ,zuviel an Freiheitsgraden grafisch sichtbar zu machen, also die Kinematik
eines nicht ausreichend stabilisierten Rahmens offen zu legen, siehe Kapitel
5.30, Seite 583.
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Bild 1.28. Berechnung der Horizontalverschiebung § des mittleren Knotens mit
Mohr und mit dem Satz von Betti, a) Momente aus Last, b) Momente aus P = 1,
c) Verschiebung aus P = 1 (= Einflussfunktion fiir die Horizontalverschiebung)
(BE-FRAMES)
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1.16 Mohr contra Betti

Man kann die Durchbiegung eines Balkens mit der Mohrschen Arbeitsglei-
chung (dem Prinzip der virtuellen Krdifte) berechnen

! V[ (y,x
(@) :/O %dy G (Go,w) = 0 (1.174)

oder mit dem Satz von Betti
l =
w@) = [ Gowo)pwdy  F(Gow)=0.  (L175)
0

Die zweite Gleichung benutzt aber kein Ingenieur, weil er dazu erst die Bie-
gelinie Go(y, z) bestimmen miisste, die die Einzelkraft P = 1 an dem Triger
erzeugt, siehe Bild 1.27. Die Berechnung der Momente M = —EI G fillt dem
Ingenieur dagegen viel leichter, und das ist der Grund, warum Verformungen
an Tragwerken mit der Mohrschen Arbeitsgleichung berechnet werden und
nicht mit dem Satz von Betti.

Allerdings muss man bei Mohr mehr tun, um zum Ergebnis zu kommen,
wie man in Bild 1.28 sicht, denn man muss die Momente M und M iiber den
ganzen Rahmen integrieren, wihrend sich dasselbe Ergebnis nach dem Satz
von Betti durch eine Auswertung in einem Punkt ergibt.

Mit Blick auf die finiten Elemente scheint es so zu sein, dass Mohr die
genaueren Ergebnisse liefert, weil sich die mittleren Fehler in M;, und M, (den
FE-Nidherungen) besser ausgleichen, wihrend Betti ja genau den richtigen
Wert Go(y,x) am Ort y von P treffen muss. Aber Mohr und Betti sind zwei
Seiten einer Medaille! Wenn man mit finiten Elementen rechnet, dann sind die
Ergebnisse gleich genau (oder gleich ungenau), weil man Mohr (2+2 Abltg.)
mittels partieller Integration in Betti (0+4) umformen kann und umgekehrt.

Bemerkung 1.1. In der Statikliteratur schreibt man fiir das Integral (1.174)
kiirzer

MM

5:
o EI

dz, (1.176)

taucht der Aufpunkt z nicht auf, und deswegen kann dann die Integrations-
variable x heiflen. Auch wir haben diese kurze Form bei der Arbeitsgleichung
benutzt und werden sie gelegentlich weiter benutzen.

1.17 Schwache und starke Einflussfunktionen

Die Gleichung (die Mohrsche Arbeitsgleichung)

w(x) = /0 %}(y,x) dy (2+2) (Mohr) (1.177)
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Bild 1.29. Der Satz von Betti, System 1 der reale Balken, System 2 derselbe Balken,
frei schwebend, ohne Belastung, ohne Lager, sich frei um sein rechtes Ende drehend

nennen wir eine schwache Einflussfunktion und die Gleichung

l
w(z) = /O Goly,x)py)dy  (0+4)  (Betti) (1.178)

eine starke Einflussfunktion. Man kann also w(x) aus den Momenten, der
zweiten Ableitung von w, berechnen oder aus der Streckenlast, der vierten
Ableitung von w.

Schwache Einflussfunktionen basieren auf der ersten Greenschen Identitét,
in der Formulierung als Prinzip der virtuellen Krifte,

C(Gw) =0, (1.179)

das G ist sozusagen das dw*, und starke Einflussfunktionen auf der zweiten
Greenschen Identitat, dem Satz von Betti

Z(G,w)=0. (1.180)

Das Standardbeispiel fiir eine schwache Einflussfunktion ist die Mohrsche
Arbeitsgleichung (1.177).
Mit der Mohrschen Arbeitsgleichung kann man aber keine Kraftgroffen wie
etwa das Moment
. _
2 MM
M(z) = —d 1.181
(z) BT W (1.181)
berechnen. Was klar scheint, denn welche virtuelle Kraft will man anwenden,
um das Moment M (z) in einem Punkt zu berechnen?
Betti rechnet

!
M(x) = / Galy. ) ply) dy (1.182)

und Mohr wiirde gerne rechnen
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xT

G2(y’ '7:)

do(y —x) =G

A AN

Bild 1.30. Die Einflussfunktion fiir M (z) und ihre zweite Ableitung

M(z) = / Ma(y, ) M(y) dy, (1.183)

was scheinbar nicht geht, weil die zweite Ableitung, das Moment M (y, z) der
Einflussfunktion Gs, ja im Aufpunkt nicht existiert, siehe Bild 1.30.

Aber wenn wir My mit einem Dirac Delta dg gleichsetzen, dann wird ein
Schuh daraus

l !
M(x):/o M2(y;$)M(y)dy=/o do(y —x) M(y) dy . (1.184)

Man kann also schon Kraftgréfen mit Mohr berechnen, nur schrumpfen die
Integrale zu Punktfunktionalen. Man kann die Integraltafeln in der Schublade
lassen. Es sind einfach die Kraftgrofien selbst im Aufpunkt. Man erfahrt nichts
neues, wenn man nicht schon vorher weifl, was herauskommt...

Bemerkung 1.2. Um den Unterschied zwischen den beiden Typen von Einfluss-
funktionen, Mohr und Betti, deutlich zu machen, nehmen wir im folgenden
an, dass die Belastung aus einer Einzelkraft P besteht.

Im Satz von Betti

l
w(z) = / Goly, ) p(y) dy = Goly,z) - P (1.185)

lassen wir — anschaulich gesprochen — im Aufpunkt z einen Stein (ein Di-
rac Delta) in das Wasser plumpsen, und wir beobachten, wie sich die Welle
Go(y,x) tiiber den Balken ausbreitet, um wieviel die Punktlast in der Ferne
von der Welle gehoben wird.

Bei dem Prinzip der virtuellen Kréfte (Mohr)

l * T
w(a:):/o —M@Zg] w:2) g, (1.186)

beobachten wir dagegen die Interaktion von zwei Wellen. Die erste Welle,
M(y), ist das Biegemoment, das von der Punktlast erzeugt wird, und die
zweite Welle M *(y, x) ist das Biegemoment, das von dem Dirac Delta erzeugt
wird. Nur die Teile des Balkens, wo beide Momente grof§ sind (und nicht
orthogonal zueinander), sind relevant.
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Bild 1.31. Die kanonischen Randwerte von Stab und Balken

1.18 Die kanonischen Randwerte

Die erste Greensche Identitdt besteht aus einer Folge von Skalarproduk-
ten konjugierter Grofien. Dabei kommt den Weg- und Kraftgréfien in den
eckigen Klammern, den Randarbeiten,

[INu)b = N(1)u(l) = N(0)u(0) = faup + f1us (1.187)
[Vw—Muwly=V(I)w(l) — M) w' (1) — V(0)w(0) + M(0)w'(0)
= fauz + faua + frur + faua, (1.188)

eine spezielle Bedeutung zu, siehe Bild 1.31. Wir nennen sie die kanonischen
Randwerte eines Stabes bzw. eines Balkens. Das kommt am besten in den
Steifigkeitsmatrizen des Stabes

EA 1 -1 ’U,l- -fl
= = 1.1
l [—1 1} |:U2_ L f2 (1.189)
und des Balkens
12 —61 —12 =61 [wuy | f1
EI | -6l 412 61 212 us | | fe
3| =12 61 12 61| |us| | fs (1.190)
—61 2[2 6! 4l2 _U4_ f4

zum Ausdruck.

Die Steifigkeitsmatrizen formulieren eine Kopplung zwischen den 2 + 2
Weg- und Kraftgrofen eines Stabes (—FEAu” = 0) bzw. den 4 + 4 Grofen ei-
nes Balkens (ETw!Y = 0). Sind Streckenlasten vorhanden, dann sind die Glei-
chungen um den Vektor d der dquivalenten Knotenkrifte aus der Strecken-
last, der domain load, zu erweitern,

Ku=f+d, (1.191)

der beim Stab zwei Komponenten und beim Balken vier Komponenten hat
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l

d = / (@) ¢ () dz i=1,2 (Stab) (1.192)
0
l

d; = / p(x) ¢f(z) dx i=1,2,3,4 (Balken) . (1.193)
0

Die ¢$(x) sind die zwei bzw. vier Einheitsverformungen des Stabes bzw.
Balkens, siehe Bild 3.16 auf Seite 265. Die d; sind die Kréfte, mit denen die
Streckenlast auf die eingespannten Balken/Stabenden driickt. Die Festhalte-
krdfte halten dagegen. Sie haben das entgegengesetzte Vorzeichen.

| Aquivalente Knotenkrifte = Festhaltekrifte x(—1) 1

Bei den finiten Elementen operiert man meist mit nur einem Vektor
f = fx + d, der beide Anteile enthilt, also die Kréfte fg;, die direkt in
den Knoten angreifen, und die Kréfte d; aus der verteilten Belastung. Wenn
der Ingenieur Lasten in die Knoten reduziert, dann sind das — in unserer No-
tation — die d;.

Eine Knotenkraft heif$t dquivalent zu p, wenn sie bei einer Finheitsverfor-
mung des Knotens dieselbe Arbeit leistet, wie die Last p.

1.18.1 Zur Notation

Wir schreiben Ku = f + d, wenn wir am einzelnen Element sind, dann
sind die f; die Balkenendkrdfte. Wir schreiben Ku = fy + d, wenn K die
Steifigkeitsmatrix des Tragwerks ist, dann sind die fx; die Finzelkrdfte, die di-
rekt in den Knoten angreifen. Meist schreiben wir diese zweite Gleichung aber
einfach Ku = f, lesen also f = fj + d. Gelegentlich mag es Abweichungen
von diesen Regeln geben.

1.18.2 Gleichgewicht

Wie immer man die Knoten eines Elements auslenkt, wie immer also der
Vektor u aussieht, die Knotenkrifte f = Ku, die dazu nétig sind, sind immer
im Gleichgewicht. Bei einem Balkenelement gilt also f1 + f3 =0 (>_V = 0),
und fo — f3 - L+ f1=0(>_M =0um z =0).

Der Grund ist, dass alle C"™-Funktionen w(z) (m = Ordg. der DGL) ,im
Gleichgewicht‘ sind, denn

, !
(w,s) = /0 ElwVsde+[Vs—Ms,=0, (1.194)

wenn s = a + bz ein Starrkérperbewegung des Balkens ist. Das gilt fiir alle
Bauteile und die assoziierten Identitdten. Als die vier Ingenieure bei Boeing
probeweise ihr CST-FElement auslenkten, siche Kapitel 3.13, konnten sie sicher
sein, dass das Element jedesmal im Gleichgewicht war, denn ihre Ansatzfunk-
tionen waren Polynome und die sind C'*°.
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In der Ingenieurliteratur wird das als selbstversténdlich genommen, aber
hier zeigt sich:

Jede Funktion stellt ein verformtes Element dar, einen Stab, einen Balken.

Funktionen denken mit. Thre Kréfte sind immer im Gleichgewicht, denn
esgilt YV => H =5 M =0, egal wie grof} die Ausschldge sind. In jede
Funktion ist Intelligenz eingebaut, siehe Kapitel 3.84.

1.18.3 Die Herleitung von Ku = f + d

Auch das System Ku = f + d basiert auf der ersten Greenschen Identitét.
Um dies zu sehen, spalten wir die Langsverschiebung u(z) = u,(z) + up(z)
eines Stabes in eine homogene Losung, eine Null-Lésung”

un(x) = u1 p1(x) + u2 p2(z) (1.195)
und eine partikulére Losung u,(z) auf
—EAu(x) = p() up(0) = u,(l) =0, (1.196)

denn dann folgt
l
G (un + up, ) = /O p§ dz + [N @]y — alun + up, ¢5)

2
=d; + fi — a(un, 95) — alup, @) =di + fi = Y kiju; =0,
—_————

=0 j=1

(1.197)
wobei wir das Resultat
l
g(cpf,up) = /0 0-upde —alef,up) = alef,up) =0 (1.198)
benutzt haben. Weil die Randwerte von w, null sind, sind es auch die Rand-

arbeiten, ist [N u,]} = 0.
In einem Balken ergibt dieselbe Aufspaltung (w, = homogene Lésung)

, ! )
G wn + wy, ) = / P da+ [V of — Mo 1l — a(wn, ¢f) — a(wy, ¢f)
0 =0

4
:di+fi_zkijuj207 (1199)
=1

wobei die ¢§(x) die Einheitsverformungen der Balkenenden sind.

7 Weil us, die FE-Losung bezeichnet, heifit die homogene Lésung w.,.
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Der wesentlich Schluss ist, dass man mit dem System Ku = f + d die
Kontrolle iiber die Randwerte u; und f; eines Balkens hat. Die u; sind
die Weggrsflen und die f; sind die Balkenendkrifte und der Vektor d sind
die dquivalenten Knotenkrifte d; = (p, ¢§) aus der Belastung im Feld (alle
Vorzeichen nach FEM). Das System sieht aus wie eine FE-Gleichung, aber es
gilt unabhéngig von den finiten Elementen. Eine Steifigkeitsmatrix, wenn sie
auf den richtigen homogenen Losungen ¢f basiert, stellt also so etwas wie eine
,Eichmatrix‘ dar.

e In jeder Gleichung darf es immer nur eine Unbekannte geben, wie etwa im
Fall eines gelenkig gelagerten Tragers, ug,uy sind die Verdrehungen und
f1, f3 sind die Balken-Endkréfte, die gleich den Lagerkréften sind,

1261 -12 —617 [ 0 X ds

EI| —6 42 6 22| |w?| | 0 ds

T2 60 12 6| | o | T fr| T ds (1.200)
6l 22 6 42| |y 0 d,

e Man kann also nicht zwei konjugierte Groflen gleichzeitig vorschreiben: Mit
einer Kraft von 10 kN an einem Stab ziehen und gleichzeitig verlangen,
dass die Lingsverschiebung u(l) dabei 1 ¢cm betragen soll.

Am wichtigsten ist jedoch:

e Wenn man die u; und f; am Balkenende kennt, dann kann man aus ihnen
(und der Belastung p(x) im Feld) die Verformungen und Schnittgréfen in
allen Punkten dazwischen berechnen.

Hier kiindigt sich das Thema des nichsten Kapitels 1.19 an: Die Reduktion
der Dimension, von n auf n — 1.

1.18.4 Steifigkeitsmatrizen

Steifigkeitsmatrizen sind also keine Erfindung der finiten Elemente. Zu je-
der linearen Differentialgleichung der Ordnung n (gerade) gehéren n linear
unabhéngige homogene Losungen ¢;, siehe Bild 3.16 — wir lassen den oberen
Index e hier weg — deren Wechselwirkungsenergien die Eintrége k;; in der
zugehorigen Steifigkeitsmatrix K sind

k‘i]‘ :a(goi,(pj) i,j: 1,2,...’[1. (1.201)

Das Kennzeichen genéherter Steifigkeitsmatrizen ist, dass die ¢; keine
homogenen Lésungen sind, wie etwa im Fall eines elastisch gebetteten Balkens,

EIw"™Y (z) + cw(z) = p(x), (1.202)

wo man gern — statt mit den exakten ¢;(z) zu rechnen — mit den homogenen
Losungen ¢;(x) des normalen Balkens rechnet, siche Kapitel 9.42.
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Bild 1.32. Die Knoten sind die ,Rénder‘ eines Rahmens. Weif3 man, wie sich die
Knoten verformen, kann man die Verldufe von N, M und V zwischen den Knoten
berechnen

Der entscheidende Schritt geschieht dann bei den Flichentragwerken, wo
man sich von dem Begriff der homogenen Losung 16st und die ¢; frei nach
,Geschmack’ (und Talent) wiihlt. Aber weiter wollen wir hier nicht gehen,
denn zu dem Technischen der finiten Elemente bei Flichentragwerken gibt es
ja ausreichend Literatur.

1.19 Die Reduktion der Dimension

Beim Drehwinkelverfahren sprechen wir vom Grad der kinematischen
Unbestimmtheit und meinen damit die Zahl der unbekannten Knoten-
verschiebungen und Knotenverdrehungen. Sind dann die Verformungen der
Knoten berechnet, nennen wir das Tragwerk kinematisch bestimmt, und wir
konnen uns dann daran machen, aus den Knotenwerten die Verformungen und
die SchnittgroBen zwischen den Knoten zu berechnen.

In der Stabstatik reicht es also offenbar aus, die Weg- und Kraftgrofien auf
dem ,Rand*‘ zu kennen — in den Knoten, siche Bild 1.32 — denn nur so ist
es moglich, dass sich die Statik eines Rahmens auf zwei Vektoren, u und f,
die dem Gleichungssystem
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Randelemente

Bild 1.33. Staumauer, auf der Wasser- und Luftseite kennt man den Spannungsvek-
tor t = Sm und im Fels den Verschiebungsvektor u = 0. Die fehlenden Werte, den
Spannungsvektor ¢ im Fels und den Verschiebungsvektor w des oberen Teils kann
man durch Lésen einer Integralgleichung (,Knotenausgleich auf der Oberfliche der
Staumauer*) berechnen. Anschliefend kénnen aus den Randwerten die Spannungen
im Innern der Staumauer berechnet werden

Ku=fig+d=f (1.203)
geniigen, reduzieren lisst (f = Kriifte in den Knoten). Das bedeutet:

Endlich viele Knotenwerte bestimmen die Verformungen u(z), w(x),w’(x)
und SchnittgréBen N(z), M(x),V(z) in den unendlich vielen Punkten da-
zwischen, zwischen den Knoten.

Das ist aber doch eine Reduktion um Eins. Die n = 1 dimensionalen Trag-
glieder schrumpfen auf eine n — 1 = 0 dimensionale Menge von Punkten, von
Knoten, zusammen. FErst diese Reduktion macht das Drehwinkelverfahren
maoglich: Es reicht, sich mit den Knoten zu beschiftigen!

Alle linearen, selbstadjungierten Differentialgleichungen gestatten eine sol-
che Reduktion der Dimension eines Problems um Eins, n — (n — 1). Der
praktische Wert dieser Reduktion kann nicht hoch genug geschétzt werden.

Aus den Weg- und Kraftgrofien auf dem Rand kann man die Verformungen
und Schnittgréfen im Innern berechnen.

Zur Ermittlung der Spannungen in einer Staumauer (n = 3), siehe Bild
1.33, reicht die Kenntnis der Verschiebungen und Spannungen auf der Ober-
fliche der Staumauer (n = 2) aus. Um eine Platte (n = 2) zu berechnen,
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Bild 1.34. Steifezifferverfahren (BE-PLATTE)

reicht die Kenntnis der Weg- und Schnittgrofien lings des Randes (n = 1) aus
und bei einem Balken (n = 1) muss man nur die Knotenwerte (n = 0) kennen.

Die einfachste und elementarste Umsetzung dieser Idee ist das Lineal. Eine
Gerade (die Losung der Differentialgleichung «” = 0) ist durch ihre beiden
Randwerte eindeutig bestimmt und daher muss man das Lineal nur an die
Endpunkte anhalten und man kann die Gerade zeichnen. Das Lineal ist die
universelle Finflussfunktion der Geraden .

Auflenraumprobleme werden gerne durch solche Methoden gelost. Al-
lein durch das Diskretisieren der Oberfliche eines Motorblocks kann man den
Larm — den Schalldruck — in 3 m, 30 m oder 300 m Entfernung berech-
nen. Beim Steifezifferverfahren ist das Auflen der elastische Halbraum und
die Boussinesq-Lésung bestimmt die Druckverteilung unter der Sohlplatte
in Bild 1.34 wie auch bei der Pfahl-Platten-Griindung in Frankfurt, [237].

1.20 Randelemente

Die Methode der Randelemente ist die Anwendung dieser Idee auf Fldchen-
tragwerke (Scheiben und Platten) oder ganze Volumina, wie Staumauern. Sie
hat ihren Namen von den kurzen Geradenstiicken (Randelementen), in die der
Rand der Platte oder Scheibe unterteilt wird. Eine Unterteilung des Innern
wie bei den finiten Elementen ist nicht nétig, so wie ja noch nie ein Ingenieur
einen Knotenausgleich ,im Feld‘ gefiihrt hat.

Man kann sich die Methode als eine Mischung aus dem Drehwinkelver-
fahren und Einflussfunktionen vorstellen. Der Rand der Platte oder Scheibe
wird in Randelemente unterteilt, siehe Bild 1.35 und 1.36, um die Randverfor-
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— "

Bild 1.35. Deckenplatte, a) die Knoten der Randelemente, b) Hauptmomente im
LF g, ¢) Durchbiegung (BE-PLATTE)
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/K

C ﬁ
Bild 1.36. Wandscheibe, a) Knoten der Randelemente, b) Hauptspannungen c)

Lagerkrifte. Alle Spannungen im Innern — in jedem einzelnen Punkt — wurden durch
Integration iiber den Rand berechnet (BE-SCHEIBE Pos. BSP5)
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mungen und Randkréifte (= Funktionen) lings des Randes mit Polygonziigen
darstellen zu kénnen. Dann wird, wie beim Drehwinkelverfahren, ein Knoten-
ausgleich in den Randknoten durchgefiihrt — allerdings nicht iterativ, sondern
in einem Schritt.

Anschlieflend werden dann mit Hilfe von Einflussfunktionen aus den Ver-
formungen der Ridnder und den Lagerkréiften die Schnittgroffen im Innern der
Platte oder Scheibe berechnet. Das Drehwinkelverfahren ist im iibrigen eine
genuine Randelementmethode, bei der meist Ubertragungsmatrizen (Ein-
flussfunktionen ,en bloc*) die Randwerte [w, w’, M, V]T nach Innen fortsetzen.

Und was iiberraschen mag: Die finiten Elemente sind eng mit den Rand-
elementen verwandt, denn auch FE-Losungen sind Potentiallésungen, siehe
Kapitel 9.15, und die Kerne G, (y, x) in den Einflussfunktionen®

wn () = /Q Gn(y. ) ply) d2y (1.204)

basieren auf derselben Integraldarstellung wie bei den Randelementen

Gh(y,x):/ ...d$y+/(z...dﬂy, (1.205)
r

und {iber diese Schiene propagieren die Singularititen auf dem Rand ins In-
nere, siehe Kapitel 6.13, machen, dass die FE-Einflussfunktion (1.204) und
damit die FE-Losung — im ganzen Gebiet — an Genauigkeit verliert!

Die Potentialtheorie, das ist die Mathematik hinter den finiten Elemen-
ten wie den Randelementen, wenn man in ,Quellen‘ denkt, kann erkléren,
warum die Ecken zu Schwierigkeiten fiir die finiten Elemente im Feld fiihren.

1.21 Singularitdtenmethode

An dieser Stelle diirfen wir nicht unerwihnt lassen, dass Pucher in Wien
die Methode der Randelemente — er nannte sie Singularitdtenmethode — schon
1941 auf Plattenprobleme angewandt hat und damit Einflussfelder berechnet
hat?, siehe Bild 1.37, [228].

1.22 Finite Elemente und Randelemente
Randelemente rechnen mit Einflussfunktionen, aber auch die finiten Ele-

mente. Ein FE-Programm berechnet die Verschiebung in einem Stab — ganz
klassisch — mit der Einflussfunktion

l
un(z) = / Gly ) ply) dy, (1.206)

8 df2q und dsy bedeutet, dass {iber y integriert wird.
9 Das war 1969 wohl schon wieder vergessen, als Riisch und Hergenréder Einflussfel-
der fiir schiefe Plattenbriicken an Gipsmodellen bestimmt haben, [244].
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Bild 1.37. Pucher a) Drillungsmoment-Einflussfeld fiir die Feldmitte einer ein-
gespannten, quadratischen Platte (8w-fach), b) Schrigbild des Stiitzmoment-
Einflussfeldes mit Darstellung der Randstérung, ¢) Stiitzmoment-Einflussfeld fiir
die Seitenmitte einer eingespannten Platte (8m-fach), Text und Bilder aus [228]
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Bild 1.38. Stab, a) System und Belastung, b) genéherte Einflussfunktion — ihr
fehlt der Knick, ¢) Fundamentallssung, sie hat den Knick an der richtigen Stelle,
aber ihre Randwerte sind nicht null; die horizontalen Verschiebungen sind, um sie
sichtbar zu machen, nach unten abgetragen (BEM = boundary element method)

nur dass die Einflussfunktion Gp(y,z) eine Niherung ist, siehe Bild 1.38 b,
weil sie den Knick unter der Einzelkraft nicht darstellen kann — zumindest,
wenn der Aufpunkt x zwischen den Knoten liegt.

Die Methode der Randelemente geht im Grunde genauso vor, aber sie be-
nutzt eine sogenannte Fundamentallésung g(y,x). Das ist eine Funktion,
die zwar den richtigen Knick unter der Einzelkraft aufweist, die aber an den
Enden des Stabes nicht null ist, die also die Lagerbedingungen verletzt.

Die Folge ist, dass bei der Formulierung des Satzes von Betti

lim 2 (g,u)0, =0 (1.207)
e—0
nun auch die Normalkrifte N(0) und N(I) an den Endes des Stabes, siehe
Bild 1.38 a, von den ,nicht-null* Verschiebungen g verschoben werden und zur
Dirac Energie beitragen, die Einflussfunktion wird ,linger¢
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max

Bild 1.39. Die am Rand eingeprigten Sinus-Schwingungen verformen das Tuch so,
dass das Maximum auf dem Rand liegt. Dasselbe gilt fiir jede Gerade, v = 0 (BE-
LAPLACE)

1
1 u(z) = / o, 2) p(y) dy + N(1) g1, x) — N(0) g(0,z)  (1.208)

Dirac Energie

verglichen mit der urspriinglichen Formulierung mit G(y, x)

l
1-u(z) = /O G(y,2)p(y) dy - (1.209)

Dirac Energie

Man beachte, dass beide Formeln denselben Wert fiir die Dirac Energie lie-
fern. Aber der ¢(y, z)-Zugang muss auch die Arbeit an den Stabenden, den
Réndern, mitzihlen, das Arbeitsintegral (p, g) allein ist ,zu wenig'. Das ist
der Unterschied.

Der Vorteil von Fundamentallésungen ist, dass sie ein Universalschliissel
sind, der iiberall passt. Mit ein und derselben Fundamentallésung kann man
alle Platten berechnen. In BE-Programmen sind die Fundamentall6sungen
J[fest verdrahtet‘. One solution suffices to rule them all.

Der Nachteil ist, dass auch die Randkrifte und eventuell auch die Rand-
verformungen mit zur Dirac Energie beitragen, so dass diese Randwerte,
wenn sie unbekannt sind, durch das Losen eines linearen Gleichungssystems
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Bild 1.40. Momente und Querkréfte in einer Deckenplatte. Jeder Wert wurde ein-
zeln durch Integration iiber den Rand und die Winde berechnet (BE-PLATTE)

bestimmt werden miissen. Technisch stellt dies kein Problem dar. Es ist nur
S0, dass in zwei und drei Dimensionen diese Hilfsprobleme nur ndherungsweise
gelost werden konnen und so ist auch bei Randelementen — wie bei den finiten
Elementen — die Dirac Energie nur eine Nidherung.

Die Randelemente haben aber den Vorteil, dass sie die Losung weitgehend
aus den Original-Lasten generieren. Im Innern ist p wirklich p. Es gibt nicht
die (scheinbar) ,wilden‘ und ,springenden‘ Lasten p;, wie bei der FEM, und
das vermittelt ein ruhigeres, ausgeglicheneres Bild in den Spannungen.

Dafiir sind die Marken auf dem Rand, an die sozusagen die Kurvenlinea-
le, die Einflussfunktionen, gehalten werden, leicht verrutscht, ohne dass das
eigentlich auffillt oder bemerkbar ist. Dasselbe gilt aber auch fiir die finiten
Elemente, die Momente an dem freien Rand einer FE-Platte sind nicht null.

Randelemente haben auch ein besseres Aufl6sungsvermégen bei Sin-
gularitdten als finite Elemente, siehe z.B. Bild 3.121. Die Spannungen der
FE-Losungen weichen in den Ecken deutlich von der BE-Losung ab. Wenn
man aber FE-Resultate mit BE-Resultaten vergleicht, dann sind die Abwei-
chungen in den SchnittgroBlen und der Bewehrung im Feld, entfernt von den
Ecken, in der Regel gering. Da kommt man dann ins Zweifeln, ob man wirklich
ein Netz in den Ecken verfeinern muss. Man sollte es sicherlich, insbesonde-
re, wenn man verniinftige Querkréfte fiir den Durchstanznachweis haben will,
aber wenn es nur um die Feldmomente ginge, kénnte es wohl unterbleiben.

Wir wollen das Thema Rand(elemente) doch nicht verlassen, ohne das Ma-
rimumprinzip zu erwihnen, weil alles, wo sich in der Form der Gehalt aus-
pragt, den Bauingenieur hochlich interessiert. Das Maximumprinzip besagt,
dass jede homogene Losung der Laplace-Gleichung, Au = 0, ihr Maximum
auf dem Rand annimmt, siehe Bild 1.39. Im 1-dimensionalen Fall sind das die
Geraden, v = 0.
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Bild 1.41. Da nicht jeder Punkt angezeigt wird, kommt es in der 3-D Ansicht zu
einer Rasterung wie bei den finiten Elementen (BE-PLATTE)

Weil EIw!V = p mit —M" = p identisch ist, bedeutet dies, dass in jedem
unbelasteten Feld, p = 0, das maximale Moment an den Enden auftritt.

1.23 Digital vs. analog

Beim post processing, der Ergebnisauswertung, gleichen die finiten Elemen-
te einem ,Raster-Verfahren, dhneln einer Digitaluhr, und die Randelemente
einer Analoguhr.

Die finiten Elemente arbeiten auf einem Netz und die shape functions sind
stiickweise Polynome und die Ergebnisse werden vorzugsweise in den Knoten
(Verschiebungen) bzw. den Mittelpunkten der Elemente (Spannungen) aus-
gegeben und dazwischen wird dann interpoliert. Diese Betonung der Knoten
und der Gausspunkte gibt den FE-Ergebnissen diesen ,Rastercharakter:.

Bei den Randelementen ist es anders. Wenn man z.B. den Verlauf der Quer-
kraft g, in einem Schnitt darstellt, dann wird jeder Wert ¢, fiir sich durch
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Bild 1.42. Test eines Keilriemens und die drei Projektionsebenen

Integration iiber den Rand der Platte und die Lasten im Innern berechnet, al-
so nicht aus den Nachbarwerten interpoliert, siehe Bild 1.40. Ist die Belastung
(relativ) glatt, dann liefern Einflussfunktionen glatte Kurven, die natiirlich
immer noch oszillieren kénnen, (und auch falsch sein kénnen), aber vom An-
satz her sind die Randelemente das analytischere Verfahren.

Was die beiden Verfahren wieder aneinanderriickt, sind Gesamtansichten,
wie z.B. der Querkréfte g, in Bild 1.41. Das sind Randelement-Ergebnisse,
aber weil die Querkrifte nur in ausgesuchten Punkten angezeigt werden,
kommt es auch hier teilweise zu Spriingen, wenn die Gradienten grof§ sind.

Bei Randelementen gibt es kein Netz und deswegen muss man die Knoten,
die wir dann Spannungspunkte nennen kiinstlich erzeugen. Dazu wird eine
Schar von horizontalen Linien iiber die Platte gelegt auf denen gleichabsténdig
Punkte verteilt sind, Seite 812. Es entsteht so der Eindruck eines Netzes,
das sehr anschauliche Bilder ermdoglicht, wie die Biegefliche der Membran in
Bild 1.39. Natiirlich, wenn die Querkrifte (die dritten Ableitungen!) an den
Waénden springen oder in der Néhe von Stiitzen stark ansteigen, dann wird
die Darstellung der Ergebnisse auch fiir Randelemente schwierig, aber wie
Bild 1.41 zeigt, gelingt das — bis auf einige peaks, die aber ihre Ursache in der
Stiitzung der Platte selbst haben — immer noch ganz gut.

1.24 Testfunktionen

Die Arbeits- und Energieprinzipe der Statik beruhen also auf der ersten
Greenschen Identitét

G (w,6w) =0, (1.210)

und deren ,Spiegelung’, dem Satz von Betti. Die Schreibweise if/,)(w, ow) ist
geeignet deutlich zu machen, dass nichts besonders geheimnisvolles an einer
virtuellen Verriickung dw ist. Mathematisch ist es einfach der Gegenpart zu
w. Und wie w ist w eine Funktion — und mehr nicht!

Leider ist der Begriff der virtuellen Verriickungen jedoch historisch so be-
lastet, dass man versucht ist, ihn durch einen harmloseren Begriff wie den der
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Testfunktion zu ersetzen. Das Testen, das Wackeln, das Auslenken aus der
Gleichgewichtslage ist ja ein alltéigliches Mandver.

Um das Gewicht eines Koffers zu bestimmen, heben wir den Koffer hoch.
Geméf der Formel Kraft = Masse x Beschleunigung kénnen wir aus der Be-
schleunigung a und der Kraft im Arm, auf die Masse m des Koffers schlieflen.

Um die Spannung in einem Keilriemen oder den Druck in einem Fuf3ball
zu ermitteln, driicken wir mit dem Daumen dagegen, siehe Bild 1.42. Der
Bauzeichner, der Risse anfertigt, projiziert das Tragwerk auf drei Ebenen,
und die Risse sind das Skalarprodukt zwischen dem Tragwerk und den je
zwei Einheitsvektoren e;, e; der drei Ebenen. Von je mehr Seiten wir etwas
betrachten koénnen, desto mehr lernen wir iiber den Gegenstand. In einem
iibertragenen Sinn bedeutet das: Je ofter wir ;wackeln‘, je mehr Tests ; wir
fahren, desto deutlicher wird das Bild.

1.25 Miissen virtuelle Verriickungen klein sein?

Nein. Virtuelle Verriickungen miissen nicht klein sein, siehe Bild 1.43. Die
Gleichung

1 1 Yy

oW, = / powdxr = / MoM dx = W, (1.211)
0 o FEI

ist nicht deswegen wahr, weil dW, = W, ist. Das Anheften von labels beweist

nichts!

Ja, die Energieprinzipe bilden den Kern der Mechanik und an keiner Stelle
ist man der Mechanik so nahe, wie bei Formulierungen wie 6W, = dW;. Es
ist auch richtig, dass die statische Interpretation einer Gleichung — definitiv
— die beste Kontrolle ist. Aber das verfiihrt Ingenieure dazu Mathematik mit
Mechanik zu beweisen, was nicht geht — Kontrolle ja, aber Beweis nein.

Um nicht missverstanden zu werden: Wir halten die Energieprinzipe der
Mechanik fiir ein ausgezeichnetes Konzept. Vom didaktischen Standpunkt aus
gibt es keinen besseren Zugang zur Statik — Generationen von Ingenieuren
haben so erfolgreich Statik gelernt.

Es ist nicht unsere Absicht, Statik in ein rigoros System von Axiomen und
Theoremen zu verwandeln. Ein solcher Versuch wiirde mehr Unheil anrichten
als dass er Gutes bewirkt. Statik kann nicht und sollte nicht im Sinne eines
mathematischen Lehrbuches gelehrt werden'®. Wir glauben nur, dass wir an
einem Punkt des Studiums den Studenten erkliren sollten, warum die doch
so zentrale Gleichung (1.211) richtig ist. Nicht, weil §W, = §W;, sondern weil

10 Auch wenn die Lufthoheit, die die Mathematik (scheinbar) garantiert, verlockend
ist. Aber die Statik lebt von lebendiger Anschauung und nicht von rigider Axio-
matik. Babuska hat sogar einmal einen Doktoranden vor den Mathematikern
gewarnt: ,Mathematicians are very clever‘. Anders gesagt: Don’t fall into their
trap, [10]. Und um die Anekdote noch fortzusetzen: Die erste Frage von Babuska
an den Doktoranden war: , What does your hour cost?’Ist jemand bereit, fiir Thre
Ergebnisse zu zahlen?


https://de.wikipedia.org/wiki/Ivo_Babu%C5%A1ka
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N

Y MM
o EI

1
dm:/ powdx
0

Bild 1.43. Gleichgiiltig, wie grofl dw ist, es ist immer dW; = 6We

e we C*0,l) eine Losung des Randwertproblems ist
Elw =p  w(0)=w()=M(0)=M(1) =0 (1.212)

dw € C?(0,1) eine zulissige virtuelle Verriickung ist, dw(0) = dw(l) =0
und wir daher die Regeln der partiellen Integration

l !
/ w' (z) dw(z) de = [wow]l) — / w(z) dw'(z) dz (1.213)
0 0
zweimal anwenden diirfen, um die linke Seite von (1.211) in die rechte Seite
umzuformen
! l ! )
MM
/ powdx = / EIw'Y dwds = dz . (1.214)
0 0 o EI

Da partielle Integration keinen Unterschied zwischen ,groff* und  klein‘
macht, kann dw von beliebiger Grofle sein. Auf der linken Seite steht am
Ende eine Zahl und auf der rechten Seite steht eine Zahl

0.56789... = 0.56789... (1.215)

die in allen Ziffern gleich sind. Welches mechanische Prinzip kann dies garan-

tieren? Oder wenn wir das Argument auf den Kopf stellen, welches mathe-

matische Gesetz wiirde missachtet werden, wenn Jw grofl wére? Hat je ein

Mathematiker eine Gleichung dadurch bewiesen, dass er sich auf ein Natur-

gesetz bezogen hat?

Die Balkenkriimmung wegen w’ < 1 auf x ~ w” zu reduzieren, ist ein legi-
times Argument, um die Balkengleichung zu linearisieren, aber man ist dann
doch erstaunt, wenn der Gesprichspartner erklirt — wie uns das mehrfach
passiert ist — dass die Gleichung (1.211) nur solange richtig ist, solange dw
klein ist!!.

1 Da wiinscht man sich die Mathematiker als Zuhorer, wiinscht sich, dass sie einmal
ihre splendid isolation verlassen und verstehen, was Ingenieur-Mathematik ist.
,Epsilontik* ist einfach, das schwere ist die physik. Interpretation, ist das ,Sein‘!
Viele Missverstiandnisse beruhen auf dieser Zwi- Natur der Ingenieur-Mathematik.
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1.26 Theorie I. Ordnung

Die lineare Statik nimmt an, dass die Verformungen eines Bauteils klein
sind und die Gleichgewichtsbedingungen daher am unverformten System auf-
gestellt werden kénnen (Theorie I. Ordnung). Auch hier begegnet uns das
Stichwort klein, nur diesmal in einer anderen Rolle.

Bei der Herleitung der Differentialgleichungen, die ja auf dem Gleichge-
wicht am infinitesimalen Element dx basieren, werden die Verschiebungen der
Schnittufer vernachléssigt. Auf Grund dieser Annahme kommt es zu einer Li-
nearisierung der Starrkdrperbewegungen, iiber die wir spéter noch ausfiihrli-
cher sprechen werden, Kapitel 1.34. Starrkérperbewegungen lassen ein Bauteil
per definition spannungsfrei, und das schriankt die Starrkérperbewegungen in
der linearen Stabstatik auf die Bewegungen

ow=a+bx du=a (1.216)

ein; es sind die einzig moglichen Losungen mit M = 0 bzw. N = 0 der beiden
Gleichungen EIw!Y = 0 und —EAw” = 0. Gleichzeitig aber unterliegen die
Zahlen a und b keiner Groflenbeschrankung, und so kommt es, dass in der
Theorie 1. Ordnung die virtuellen Verriickungen beliebig grofl sein kénnen.
Wenn natiirlich auch dw = a + bx eine Pseudodrehung ist und keine echte
Starrkorperdrehung.

Die 6 x 6 Steifigkeitsmatrix eines Balkens ist orthogonal zu allen Vektoren
ug, die beliebig kleine/grofie Translationen und Pseudodrehungen darstellen,
aber nicht zu echten — wenn auch noch so winzigen — Starrkérperdrehungen
ug. Man drehe den Balken um sein linkes Ende, dann ist w7 = 0 und ug =
I (cos ¢ — 1) und so entsteht bei der Rotation eine Druckkraft N = EA/l - uy
in dem Balken. Echte Rotationen und die Matrix K vertragen sich nicht.

1.27 Nur, wenn Gleichgewicht herrscht?

Die Identitdten beruhen auf einer Kette von Umformungen mittels parti-
eller Integration und daher ist das Ergebnis (//)(w, dw) = 0 immer richtig.

Nun wird aber bei der Formulierung der Arbeitsprinzipien der Statik im-
mer davon gesprochen, dass die Systeme im Gleichgewicht sein miissen. Diese
Einschrankung liegt an den Abkiirzungen, die in der Literatur an dieser Stelle
genommen werden.

Um nachzuweisen, dass die Biegelinie eines Balkens,

Elw™(z)=px) w0)=wl)=0  M@0O)=M(1) =0, (1.217)

dem Prinzip der virtuellen Verriickungen geniigt, setzen wir — bei unserem
Ansatz — die Biegelinie w und eine zuléssige virtuelle Verriickung dw in die
erste Greensche Identitit ein
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MM

dex =0,
(1.218)

!
f//(w, ow) = / EIw"Y (z) 6w dz + [V dw — M sw']§ —
0

und wir erhalten so unter Beriicksichtigung von
EIw'V(z)=plx) MO =M1 =0 dw(0)=0sdw(l)=0 (1.219)
das bekannte Ergebnis

1 l
(]ﬁ(w, dw) = / p(x) dw(x) dx — M oM
= 0 o FEI

Anders in der Literatur: Dort wird die zu Grunde liegende Identitéit (1.218) gar
nicht angeschrieben, sondern die Autoren formulieren direkt die verkiirzte
Identitit (1.220), was aber die Autoren dann zu dem Hinweis verpflichtet,
dass das ganze nur gilt, wenn der Balken im Gleichgewicht ist (w geniigt
(1.217)) und dw eine zuléssige virtuelle Verriickung ist.

Das steckt hinter der Bemerkung, dass die Arbeitsprinzipe nur gelten, wenn
das System im Gleichgewicht ist.

dz = W, — 6W; = 0. (1.220)

1.28 Was ist Weg und was ist Kraft?

Bei der Umformung des Arbeitsintegrals
1
/ ETw'Y (z) w(z) dx (1.221)
0

mittels partieller Integration erscheinen wie von selbst die Weg- und Kraft-
groflen, die zur Differentialgleichung gehoren. Sie bilden paarweise die Rand-
arbeiten

Vw—Muw)=V(1)wl) - M(I)w 1) - V(0)w()+ M(O)w (0), (1.222)

an denen man ablesen kann, dass die Querkraft V' zu w konjugiert ist und das
Moment M zu w’. Das scheint uns selbstverstindlich, weil wir es nicht anders
kennen, aber hier ist die Stelle, wo das amtlich gemacht wird.

Der Versuch eines Kollegen etwa die Grofie w + 0.5 w’ als die ,wahre* Weg-
grofle auf dem Rand zu definieren, die zu V' konjugiert ist, muss scheitern,
weil es in der ersten Greenschen Identitdt anders steht. Sie hélt uns auf dem
rechten Weg.

Bei der (zweimaligen) partiellen Integration der Arbeitsgleichung des Bal-
kens nach Theorie II. Ordnung

!
/0 (ETw"™ (z) + Pw" (z)) w(z)dx = [(EIw" (z) + Pw'(z)) w+ M w']}

—T(x)

+/0 (% — P (z)*)de  (1.223)
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lernen wir z.B., dass nun die Transversalkraft
T(z) = —EIw" (z) — Pw'(z) = V(z) — Puw'(z), (1.224)

zu w(z) konjugiert ist und wir lesen aber auch ab, dass M (z) dasselbe Moment
ist, wie bei der Theorie erster Ordnung und dass M weiterhin zu w’ konjugiert
ist.

Die Unterscheidung zwischen Weg und Kraft ist auch fiir die finiten Ele-
mente wichtig. Shape functions sind konform, wenn ihre Weggroflen stetig
sind, denn dann ist ihre Energie endlich. Hat functions @;(x) taugen nicht fiir
Balken, weil die Spriinge in der ersten Ableitung ¢}(z) (,FlieBgelenke) un-
endlich grole Momente bedeuten; anders lédsst sich ein Balken nicht knicken.
Die Eintrige k;; = a(p;, ;) in der Steifigkeitsmatrix wéren oo.

1.29 Die Zahl der Weg- und Kraftgrofien

Zu Differentialgleichungen zweiter Ordnung gehoren eine Weg- und eine
KraftgréBe 1 + 1. Bei einem Stab, —EA v (z), sind dies

u(z) O-te Ableitung N(x) = FAu/'(z) 1. Ableitung (1.225)
bei einem Seil, —H w” (z),
w(z) O-te Ableitung  V(z) = Hw'(z) 1. Ableitung (1.226)
oder einem Schubtriger, —GAw! (z),
w(z) O0-te Ableitung  V(z) = GAw'(z) 1. Ableitung. (1.227)

Zu Differentialgleichungen vierter Ordnung gehoren dagegen je zwei Weg-
und Kraftgrofen 2 + 2

w(z), w'(z) O-te und 1. Ableitung  (1.228)
M(z) = —-EIw"(z),V(x) = —ETw"(z) 2.und 3. Ableitung.  (1.229)

Diese Unterscheidung ist nicht ganz unwichtig, weil Einflussfunktionen fiir
Weggrolen sowohl mit dem Prinzip der virtuellen Krifte als auch dem Satz
von Betti berechnet werden konnen, wihrend Einflussfunktionen fiir Kraft-
groflen in der Regel nur mit dem Satz von Betti berechnet werden kénnen.

1.30 Warum das Minus in —H w’” = p?

Warum beginnen eigentlich alle linearen Differentialgleichungen zweiter
Ordnung mit einem Minus?

Das kommt durch den Vorzeichenwechsel bei den trigonometrischen
Funktionen. Eine wellenférmige Belastung p(z) = sin(z) hat ein gleichsin-
niges Echo, w(z) = 1/H sin (z), in dem Seil zur Folge, siehe Bild 1.44. Weil
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Seil —Hw" =p
p(x) = sin(z)

A
A A

\ w(z) = % sin(z)

Bild 1.44. Oszillierende Belastung auf einem Seil und das getreue Echo im Seil

nun aber die zweite Ableitung des Sinus negativ ist, muss ein Minus vor der
Differentialgleichung dies korrigieren

1
—Huw"(z)=-H (_E sin(x)) = sin(x) . (1.230)
Statisch kommt das Minus aus dem Gleichgewicht —V +V +dV +pdz = 0 am
infinitesimalen Element, aber was wissen sin(z) und cos(x) vom Gleichgewicht
— und wie kommt es, dass der switch (1) - (—1) im sin(z) eingebaut ist, aber
nicht in Polynomen? Sind sie nicht identisch'?

T .’IIS 1‘5

sin(x) = T §+§+ (1.231)
Bei der Balkengleichung, EIw!Y (), korrigiert sich der ,Fehler‘ im iibrigen
durch die viermalige Differentiation, (—1) - (1) - (—=1)- (1) = 1, von selbst.

1.31 Die virtuelle innere Energie

Das symmetrische Integral in den Greenschen Identitdten ist die virtuelle
innere Energie, die oft auch knapper
YMoM

a(w,dw) := dx 1.232
(wbu) = [ 5 (1.232)

geschrieben wird. Wir bezeichnen sie auch als Wechselwirkungsenergie
(nach Kritzig [165]) oder strain energy product, weil das besser die Gleich-
wertigkeit der beiden Funktionen w und dw zum Ausdruck bringt.

2 Die Reihenentwicklung von sin(z) und das alternierende Vorzeichen sind anschei-
nend der Grund.
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Bild 1.45. Satz von Castig-

liano bei einer Scheibe: Und

die Kraft wurde nie wieder
—————— — 0O gesehen...

Auf der Diagonalen, dw = w, ist die Wechselwirkungsenergie gleich der
inneren Energie

1 1 ftm?

Sind w(x) und dw(z) zusammengesetzte Funktionen, ¢; und d; mogen belie-
bige Zahlen sein,

w(z) = ¢y wi(x) + cg we(x) dw(x) = dy dwy () + de dw(z),  (1.234)

dann kann man das Ergebnis auf die Uberlagerung der einzelnen Biegelinien
zuriickfiihren
a(w, dw) = ¢1 dy a(wy, dwy) + ¢1 dg a(wy, dws)
+ co dy CL(UJ2,(5U)1) + co do a(wg,éwg), (1.235)
und deswegen nennt man a(w,dw) eine symmetrische Bilinearform. Sie

ist in beiden Argumenten linear und wegen a(w, dw) = a(dw,w) ist sie auch
symmetrisch.

1.32 Satz von Castigliano

Der oder die Sitze von Castigliano, [46], sind reine Algebra. Sie gelten,
wenn, wie bei Fachwerken, die Wechselwirkungsenergie eine Bilinearform ist.
Die Ableitung der Verzerrungsenergie eines Fachwerks'?

1 1 1
3 a(up,up) = iuTKu =3 Z Eijuiu; (1.236)

,J
nach einer Knotenverschiebung u; (geméf Kettenregel und wegen k;; = kj;)
01 1 1
8711,15 a(up,up) = 3 zj: kiju; + 3 Xj:kﬂu]‘ = zj: kiju; = fi (1.237)
ist die Knotenkraft f;.

13 Fachwerke 16st die FEM exakt, also ist a(u,u) = uT Ku, und das ist ein quadr.
Polynom in den u; und darauf beruht der Satz.
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Castigliano’s erster Satz Die Ableitung der Verzerrungsenergie in einem
Tragwerk nach einer Knotenverschiebung u; ist gleich der Kraft f; am Ort von
uy in Richtung der Verschiebung (wenn die Energie endlich ist).

Wir kénnen aber auch schreiben

1 1 1 1
5 a(up, up) = iuTKu = §UTf = ifTKflf (1.238)
und so ergibt sich
01 1
3—ﬁ§a(uh,uh) = E kl(j )fj =uy. (1.239)

J

Castigliano’s zweiter Satz Die Ableitung der Verzerrungsenergie in einem
Tragwerk nach einer Kraft f; ist gleich der Verschiebung w; in Richtung der
Kraft (wenn die Energie endlich ist).

Castigliano gilt auch, wenn man Knotenlasten (Einzelkrifte) P mit Strecken-
lasten p ,mischt’, w = P - wg + wy,

1 1 1
3 a(w,w) = §P2 ca(wi,wk) + P-alwg,w,) + 3 a(wp, wp) . (1.240)

Nach der Ableitung ist man bei der Mohrschen Arbeitsgleichung.
Wollen wir Castiglianos Satz auf Punktlésungen im 2-D oder 3-D erweitern

u = ZG(y,:ci)fi, (1.241)

dann kann es sein, dass die Verzerrungsenergie der Verschiebungsfelder G;
unendlich ist, a(G;, G;) = oo, siehe Bild 1.45, und dann existiert die Ableitung

0]
—a(u,u) (1.242)
nicht wie z.B. in der Elastizitéitstheorie, wo die Punktlésungen unendliche

Energie haben, siehe Kap. 1.41 und Seite 804. Wir miissen Castigliano’s Theo-
rem also um den Nachsatz erweitern, ,wenn die Energie endlich ist‘.

1.33 Satz von Maxwell
Der Satz von Maxwell, [187],
(Sij = 6ji (1.243)

beruht auf derselben Algebra wie der Satz von Castigliano. Wir wiirden heute
sagen Maxwell hat die Steifigkeitsmatrix eines Fachwerks aufgestellt und
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Y =x tan @

y' =2’ tan p = x sin ¢

¥ =z cos p

T

Bild 1.46. Auslenkung 3’ bei einer echten Drehung und Auslenkung y bei einer
Pseudodrehung

gezeigt, dass die Matrix symmetrisch ist, [171] S. 241. Nur war er vorsichtiger,
hat er das Resultat nicht auf Kontinua erweitert wie spéter Castigliano.

1.34 Pseudodrehungen

Am freigeschnittenen Balken herrscht Gleichgewicht, wenn die &ufleren
Krifte (p + Lagerkrifte) orthogonal sind zu allen Funktionen dw, deren
Momente null sind, denn dann ist

MM
o EI

a(w,dw) = dx =0, (1.244)

und so bleiben in der ersten Greenschen Identitit nur die Arbeiten der &ufleren
Krifte iibrig und die sind dann null

, I
“C(w,0w) = / powdx + [V dw — M ow']l = W, =0. (1.245)
0

Beim Balken sind die ,Null-Energie‘-Funktionen die Starrkérperbewegungen
ow(x)=a+b-x, (1.246)

also Translationen a und Pseudodrehungen b - x. Wir nennen b - x eine
Pseudodrehung weil, anders als bei echten Drehungen, die Punkte nicht auf
dem Drehkreis bleiben, sondern sie der Tangente an den Drehkreis folgen,
sie kerzengerade nach oben gehen wie in Bild 1.46,

tan g = 2. (1.247)
X
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Das ist kein Defekt, sondern es ist das Merkmal der linearen Statik und Mecha-
nik. Alle Einflussfunktionen statisch bestimmter Tragwerke sind kinematische
Ketten, die auf Pseudodrehungen basieren. Beim Zeichnen folgt der Stift der
Tangente. Echte Drehungen wiirden zu falschen Ergebnissen fiihren.

Man sollte statt von infinitesimalen Bewegungen von Translationen + li-
nearisierten Drehungen sprechen (Bewegung auf der Tangente), denn nur fiir
solche Bewegungen ist 61, = 0. Dann ist man auch die crux mit dem infini-
tesimal kleinen los und kann die virtuellen Verriickungen gedanklich beliebig
grofl machen. Infinitesimal heifit also nicht klein, nicht ,winzig‘, sondern

infinitesimale Drehung = linearisierte Drehung

Diirfen wir an das Moment einer Kraft um einen Punkt erinnern? Die
Wirkungslinie der Kraft ist mit der Tangente an den Drehkreis deckungsgleich
und im 1. Semester haben wir gelernt, dass man die Kraft auf ihrer Wirkungs-
linie beliebig weit verschieben kann ohne dass sich das Moment &ndert. Es
gibt — zum Gliick(!) — keine ,infinitesimalen‘ Momente'*.

Die Balkenendkrifte V' und -momente M eines Balkens stehen mit der
verteilten Belastung p also genau dann im Gleichgewicht, wenn (1.245) fiir alle
ow = a + bz gilt. Ein erfolgreicher Test mit jw = 1 bedeutet, dass die Summe
der vertikalen Kriifte null ist, und ein Test mit Jw = x, dass die Summe der
Momente um das linke Lager null ist. Fiir die Kontrolle von M = 0 um andere
Punkte wahle man a, b geeignet!

Man verstehe bitte, dass in der Mathematik von Bewegung nicht die Rede
ist. Das dw = a + bx ist ein Gewicht und die Kréifte eines frei geschnittenen
Balkens sind orthogonal zu diesen Funktionen, wie grof3 auch immer a und
b sind. Das ist das Resultat der partiellen Integration der Arbeitsgleichung.

Und weil es eben auch fiir b = 10710 gilt, muss die Momentenbedingung,
die Orthogonalitét, auch bei ,Null* Drehung gelten und damit kann man die
Mechaniker trosten. Die ,Androhung‘ der Drehung reicht aus, man muss gar
nicht echt drehen, die Orthogonalitat M = 0 gilt auch ,im Stand‘.

Natiirlich, die Anschauung versteht dw als eine Bewegung — wie einen Ra-
ketenstart, der beim countdown 1 Millisekunde vor der Ziindung stehen bleibt.
Noch eine Millisekunde — alle schauen hin und sind gespannt — und dann geht
es wie dw = a + bx los — aber auf der Tangente®®.

Will man Anschauung und Mathematik unter einen Hut bringen, nicht nur
in einer Millisekunde, in frozen time, leben, dann kann man diese Gewichts-
funktionen als Pseudodrehungen interpretieren und man hat damit die ganze
Fiille an Informationen und Einsichten zur Verfiigung, die uns die Kinematik,
das freie Spiel von Kriften und Bewegung, gewahrt.

Y Gli italiani sono un saggio popolo antico und bei ihnen ist la tangente auch das
,Handgeld‘. Ein stups, touch and go keeps the ball rolling, saggio = weise.

15 Auch die Rakete bewegt sich auf einer Tangente, der Richtung des Impuls, den
die Startrampe auf der rotierenden Erde zur Zeit ¢ = 0 hatte.
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In der Mechanik hat man statt dessen den Begriff der infinitesimalen
Verriickung eingefiihrt, das ist wie Stillstand, aber trotzdem ein bisschen
Bewegung, was aber im Grunde nicht geht und weil die Mechaniker deswe-
gen ein schlechtes Gewissen haben, achten sie streng darauf, dass dw — um
Himmels willen — ,klein‘ ist. Nur, das 16st das Problem auch nicht,

Sw=¢e-(a+bx) =101, (1.248)

weil sich jedes e einfach herauskiirzt, denn die Differentialgleichung ist
linear und deswegen ist die erste Greensche Identitdt bilinear

g)(w,eéw) =e- (/()(w, dw) =0. (1.249)

Das ,klein‘ kommt mathematisch also gar nicht zum Zuge, der Faktor bleibt
auflen vor, -0 = 0.

Das Problem entsteht in dem Moment, wo der Mechaniker das dw = a+bx
nicht nur als Gewicht, als Testfunktion liest, wie der Mathematiker, sondern
als Bewegung, als Drehung. Wenn er an dieser Stelle seinen Studenten sa-
gen wiirde: Fiir den Ubergang vom Gewicht dw zur Verriickung dw miissen
wir uns darauf einigen, dass in der linearen Mechanik und Statik Rotationen
Pseudodrehungen sind, wire alles gut, aber er will die Anschauung retten,
und so muss das ,infinitesimal klein‘ iiber ein Problem hinweghelfen, das
er sich — in bester Absicht — selbst geschaffen hat.

Auch wenn wir hier pro domo reden: Die Einsicht, dass die Variationsprin-
zipe der Statik und Mechanik eine mathematische Grundlage haben, wire
auch an dieser traditionsreichen Stelle mehr als hilfreich.

Wir sollten uns von dieser historischen Biirde 16sen und die virtuellen Dre-
hungen fiir das nehmen, was sie sind: Pseudodrehungen. Wir wéren damit
auch den ganzen Spuk um das ,infinitesimal klein‘ los.

Bemerkung 1.3. Bei der Drehung eines Waagebalkens, Py hy = P» hs, stehen
die Anderungen Ah; = (cos ¢—1) h; in den Hebelarmen in demselben Verhélt-
nis wie die h;, und deswegen ist der Waagebalken auch in jeder gedrehten Lage
im Gleichgewicht, Py (h1 + Ahy) = P> (ho + Ahg), siehe Bild 9.14.

1.35 Gleichgewicht

Jede Funktion w aus C*(0,1) ist im Gleichgewicht, denn ihre Kraftgrofen
EIw"V (z) M(z) = —EIw"(z) V(z) = —EIw" (x) (1.250)

geniigen der Gleichung, siehe Bild 1.47,

!
9/7)(11}, dw) = / EIw"™Y (z)dw(z)de + [V ow — Msw'], =0,  (1.251)
0
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Antoine Meissonier

Bild 1.47. Chartres, die Triade des Vitruv Firmitas, Utilitas, Venustas

wie immer die Starrkérperbewegung dw(xz) = a + bz aussieht — garantiert!
Dabher ist eine Sinus-Welle w(z) = sin (x) im Gleichgewicht

g//(sin (2),1) = /OZEI sin (z) - 1dz + [ET cos (z) - 1], =0 (1.252)

g(sin (z),z) = /OlEI sin (z) - xdx + [EI cos(z) -x — (EI sin (z)) ~1]6 =0.

14 M

(1.253)

Bei einem Fundamentbalken ist das anders. Zur Differentialgleichung des
elastisch gebetteten Balkens

ETw"™Y (z) + cw(z) = p(x), (1.254)
gehort die Identitat

I
C(w, dw) = /0 p(x) dw dx + [V 6w — M sw']!

1
_ /0 (ME(SIZM + cw(x)dw(z))de =0. (1.255)

Jetzt gibt es keine Funktion dw, auler w = 0, die die virtuelle innere Energie

!
a(w, ow) ::/0 (ME_5[]W + cw(x) dw(x)) dz (1.256)


https://de.wikipedia.org/wiki/Vitruv
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zu null macht. Gibt es also keine Gleichgewichtsbedingungen? Nun die Terme
in der ersten Greenschen Identitédt miissen zumindest orthogonal sein zu allen
Funktionen dw € C?. Wihlen wir die Funktion dw(x) = 1, dann folgt

l l
C(w, 1) :/0 p(x)dz + V(1) = V(0) —/0 cw(z)dr =0, (1.257)
oder wegen p(z) = ETw!V (z) + cw(z)
Clw,1) = /Ol Elw" dz+V()-V(0)=0, (1.258)

was uns vertraut vorkommt. Analog fithrt die Drehung dw(z) = = zu der Be-
dingung M = 0 um den linken Anfangspunkt

%(w,x)_/OZEIwIV;I;dx+V(l):I;M(l)-1+M(0)-1_o. (1.259)

Allerdings wird hier immer nur der Anteil EIw!Y der Gesamtbelastung
p(r) = ETw'V (z) + cw(x) bilanziert und das versteht man, wenn man die
Streckenlast p in der ersten Greenschen Identitdt durch das ,Original® p =
EIw!V + cw ersetzt, denn dann sieht man, dass sich der Term cw(z) dw(z)
gegen denselben Term in der inneren Energie wegkiirzt und man ist wieder
bei der ersten Greenschen Identitét des normalen (ungebetteten) Balkens.

Wenn am Ende eines Fundamentbalkens eine Einzelkraft P = V(I) steht,
dann muss folglich gelten

l
/ Elw'V(z)de+P=0. (1.260)
0

Wegen EI w!V (z)+cw(x) = 0 (keine Streckenlast) kann man ET w!V (z) mit
—cw(x) vertauschen, und daher muss auch gelten

l
P:/o cw(x)dr, (1.261)

woraus man abliest, dass das Integral des Bodendrucks gleich der Kraft P ist.

1.36 Wie der Mathematiker das Gleichgewicht entdeckt
Der Mathematiker weif}: Jede Biegelinie w(x) geniigt der Gleichung
(w,6w) =0 (1.262)

w muss also orthogonal zu allen Biegelinien dw(z) = a + bz sein. Weil in
diesen Féllen aber §W; = 0 ist, miissen notwendig die zu w gehorigen dufleren
Kriifte (p + Lagerkriifte) zu jedem solchen dw orthogonal sein
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!
C(w,ow) = / powdz + [V éw — M sw']) =0, (1.263)
0

und so entdeckt der Mathematiker die Forderung
Z vert. Krifte =0 Z Momente =0, (1.264)
ohne etwas von Statik zu wissen.

1.37 Die Mathematik hinter dem Gleichgewicht

Das Gleichgewicht basiert im Grunde auf dem Hauptsatz der Differen-
tial- und Integralrechnung

[ s =s0- 0. (1.265)

denn weil ETw!V (z) = —V'(z) = p(z) die Ableitung der Querkraft V() ist,
gilt

/l —V'(z)dz = -V () + = / x)dx +V()—-V(0)=0.
0
(1.266)

Um zu zeigen, dass z.B. das Moment um das linke Lager null ist, M = 0,
berechnen wir das Moment der Streckenlast p(z) = —V'(z) um das linke
Lager und formen es mittels partieller Integration um

/Ol —V'(z)xdr = [~V ]} — /Ol —V(z)-1dz. (1.267)
Wegen V (z) = M’(z) ergibt dann der Hauptsatz den Ausdruck
/Ol —V'(x)xdr = [~V x]h + M) — M(0), (1.268)
oder

/lp(x)xdx+V(l) = M) + M(0) = 0. (1.269)
0

1.38 Gleichgewicht am verformten Tragwerk?

In der Theorie erster Ordnung wird das Gleichgewicht am unverformten
Tragwerk aufgestellt und in der Theorie zweiter Ordnung am verformten Trag-
werk — so kennen wir es. Aber das ist nicht ganz richtig. Die Theorie zweiter
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M=P-l+H- w()

. w(l)

lvorher = lnachher (5 = (]) Bild 1.48. Theorie II. Ord-

e > nung

Ordnung ist in Wirklichkeit eine Mischung aus beiden Theorien, siehe
Bild 1.48.

Die seitliche Auslenkung des Balkens, also die Vergréflerung der Durch-
biegung geht in die Gleichgewichtsbedingung ein, aber die Verkiirzung der
Stabachse in Langsrichtung nicht, FA = oco.

Es ist daher auch nicht moglich, das Gleichgewicht eines Rahmens, der nach
Theorie zweiter Ordnung berechnet wurde, zu iiberpriifen, denn die Knoten-
verformungen enthalten ja Beitriige aus Theorie I. wie II. Ordnung. Dass das
in der Praxis nicht auffallt, liegt daran, dass die Verkiirzungen der Stéibe sehr
klein sind, so dass man bei einer Uberpriifung der Gleichgewichtsbedingungen
geneigt ist, Abweichungen auf Rundungsfehler zu schieben, [112].

Zahlenbeispiel, [219] S. 213: Der Kragtriger ist ein IPE 300, Linge I = 500
em, P = 10kN, H = 0.7 - Hppiy = 1.2129 - 103kN. Die Durchbiegung am
Kragarmende betragt w = 7.8336 cm und das Lastmoment M = P-500+ H w
stimmt mit dem Einspannmoment M (0) = —1.4501 - 10* nach Th. II. Ordg.
iiberein, aber wegen der Verkiirzung v = HI/EA = 0.5368 cm des Triigers
betriigt das Lastmoment eigentlich nur M = —1.4501 - 10* + 5.3677 kNm.

1.39 Quellen und Senken

Aus der Sicht der Physik sind die Gleichgewichtsbedingungen FErhal-
tungssdtze. Das, was aus einer Platte 2 am Rande jherausflieBt‘, also die
Lagerkraft, das ist hier der Kirchhoffschub v,, = ¢, + d/dsmy;, muss in der
Summe gleich der aufgebrachten Belastung sein'®

;()(w,l):/pd()—l—/vnds:o. (1.270)
Q r

Die Temperaturverteilung T'(x) in einem Zimmer, das von einer Fulbodenhei-
zung p (= Quellen) erwérmt wird und dessen Winde konstant auf null Grad
gehalten werden, geniigt der Gleichung

—-AT =p T=0 am Rand I". (1.271)
Aus der ersten Greenschen Identitit des Laplace-Operators,

16 Die Eckkrifte haben wir weggelassen.
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Bild 1.49. Zu Kapitel 1.40. Moglichst viel Energie aus der Struktur holen, die Wege,
die die Last geht, moglichst lang machen, (und dabei die DGL 18sen) das bedeutet
II — min. Die Gleichgewichtslage w ist der Sieger in diesem Wettbewerb.

qf(u,&}):/ —Audv d!2+/ —5vds—/ VueVévd2 =0, (1.272)
Q Q
in der Formulierung

?(T,l):/pd(pr/ CEN— (1.273)

e} r 67’?;

folgt: Was an Warme am Rand I' wegflieBt, das ist das Integral des Flufl

9T /dn, (der ist < 0), muss gleich der im Zimmer produzierten Warme sein.
Fachwerkstébe sind frei von Quellen (keine Streckenlast zwischen den Stab-

enden) und daher miissen sich die Normalkriifte am Anfang und am Ende in

der Summe aufheben, was an Kraft hineinflieft muss auch wieder herausflieen

“C(u,1) =[N -1}, = N(I) = N(0) = 0. (1.274)

Summarisch hat also die erste Greensche Identitét, wenn man du = 1 setzt,
die Struktur

;/(u, 1) :/ Quellen im Gebiet df2 —I—/Fluss am Randds =0. (1.275)
fo) r

1.40 Das Prinzip vom Minimum der potentiellen Energie

Gemifl dem Federgesetz
ku=f (1.276)

ist die Auslenkung u einer Feder proportional zur aufgebrachten Kraft f, siche
Bild 1.50.

Die Kraft f, die die Feder nach unten zieht, leistet dabei eine Arbeit (weil
es Eigenarbeit ist, steht hier der Faktor 1/2),
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Arbeit, Potentielle Energie

5 N 1
ol 5 fu=W.

— Equilibrium

S

0.5 1.5 2

— 51 fu = Minimum von 17

1
II(u) = §ku2—fu
Bild 1.50. Dort, wo W; = W, ist, liegt der Gleichgewichtspunkt v der Feder. Weil
die innere Energie W, quadratisch mit u wichst, die duflere Arbeit W. aber nur
linear, holt W; immer W, ein, gibt es immer eine Gleichgewichtslage, wenn f < co
1
We = §fu7 (1.277)
und diese Arbeit wird als innere Energie in der Feder gespeichert
1 2
W, = 3 ku”. (1.278)

Wir erwarten natiirlich, dass in der Gleichgewichtslage die &uflere Arbeit
und die innere Energie gleich grof§ sind

1 1
Wezifu:ikuQZWi (1.279)
was aber durch die Identitéit
({(u,éu) =duku—ukdu=0 (1.280)

garantiert ist, denn

% Z)(u,u) = %uku— %uku: %uf— %ku2 =W.,—-W;=0. (1.281)
Trigt man den Verlauf der Funktion 1/2 fu und der Funktion 1/2ku? als
Funktion der Auslenkung w auf, dann ist die Auslenkung u der Feder unter
der Wirkung der Kraft f genau der Punkt u, in dem sich die beiden Kurven
schneiden, siche Bild 1.50.

Die unterste Kurve ist die potentielle Energie II der Feder

II(u) = %mﬂ — fu. (1.282)
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Nullpunkt
O(w) M(ws) |/ H(w) (wn)

./

7

@

LF p ] —s LF d

Krifte Wege T(w)

Bild 1.51. Die potentielle Energie IT(w;) der FE-Losung liegt immer rechts von
der exakten potentiellen Energie II(w), aber in beiden Fillen ist IT eine nach oben
offene Parabel, muss man Energie zufithren, um die Gleichgewichtslage zu verlassen

Der Faktor 1/2 macht, dass sich bei der Bildung der Ableitung die 2 wegkiirzt
II'(u) =ku—f (1.283)

und so, wegen dem Federgesetz ku = f, die potentielle Energie im Gleich-
gewichtspunkt u eine horizontale Tangente hat, IT'(u) = 0, dort der tiefste
Punkt liegt.

Am Anfang steigt die duere Arbeit schneller als die innere Energie, aber
dann passieren die beiden Kurven einen Punkt, von dem ab die innere Energie
schneller wichst als die &uflere Arbeit. Dieser Schnittpunkt ist der Gleichge-
wichtspunkt. Nur in diesem Punkt gilt W, = W, und in diesem Punkt hat
die potentielle Energie auch ihr Minimum.

Wiirde von Anfang an die innere Energie schneller steigen als die dufiere
Arbeit, dann wiirde sich die Feder iiberhaupt nicht bewegen, dann wére schon
im Nullpunkt der Wettlauf zu Ende.

Setzen wir alles eins, also k = 1 und f = 1, dann liegt der Gleich-
gewichtspunkt genau bei u = 1. Die ganze Statik und Mechanik beruht
also darauf, dass im Intervall (0,1) die Ungleichung v > u? gilt und
danach das Umgekehrte, u? > w.

1.40.1 Minimum oder Maximum?

Man kann die Lastfiille (LF) in der Statik in zwei Typen, p und d, einteilen:

e In einem LF p werden Kréifte aufgebracht.
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Bild 1.52. Je weniger Festhaltungen desto grofier ist V und umso grofler wird der
Betrag |II| der potentiellen Energie in der Gleichgewichtslage

e In einem LF d sind es Lagerverschiebungen/-verdrehungen.

Der Typ des Lastfalls bestimmt das Vorzeichen der potentielle Energie in
der Gleichgewichtslage.

In einem LF p ist die potentielle Energie in der tiefsten Lage negativ, wie
man durch Einsetzen (ku = f) direkt verifiziert

H(u)zékuz—fuzéfu—fuz—%fu. (1.284)

Nun ist aber die Auslenkung u der Sieger in dem Wettbewerb, die potentielle
Energie moglichst klein zu machen, und das heifit doch anschaulich, dass
den grdfitmdglichen Abstand |II(u)| vom Nullpunkt hat.

Das Prinzip vom Minimum der potentiellen Energie ist in einem LF p ei-
gentlich ein Maximumprinzip: Der Betrag |II(u)| wird maximiert. Nur
weil die potentielle Energie in der Gleichgewichtslage negativ ist, ist das
dasselbe, wie das Minimum der potentiellen Energie zu finden.

Wir interpretieren das Prinzip in der Regel so, wie es die Wortwahl (an-
scheinend) suggeriert, mit moglichst wenig Anstrengung zum Ziel zu kommen,
die potentielle Energie moglichst klein zu machen, moglichst nahe an null zu
riicken, wiahrend die wahre Bedeutung genau das Gegenteil ist, siehe Bild 1.51.
Je grofler der Ansatzraum V ist, (= alle w, die an der Konkurrenz teilneh-
men), je weniger Fesseln es gibt, desto negativer wird die potentielle Energie
bei demselben p, desto weiter riickt |I7(w)| von null ab, siehe Bild 1.52.

Das Bestreben der Kraft [ ist es, mdglichst viel Energie aus der
Feder herauszuholen, |II(u)| méglichst grofi zu machen.
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Bild 1.53. Unter allen auf Eins normierten Biegelinien w/||w|| in V, ist die Biegelinie
w des Balkens die Funktion, die die grofite Wirkung aus p ziehen kann, [119]

Bild 1.53 illustriert dieses versteckte Maximumprinzip an einem Balken.
Man kann zeigen, dass die Biegelinie w des Balkens unter allen auf Eins nor-
mierten Biegelinien w/||w]|| aus V die ist, die die grofite Wirkung, the most
mileage, aus dem Arbeitsintegral

J(w) = /Olpwdx (1.285)

zieht. Die Norm ||w|| = y/a(w, w) ist die Wurzel aus dem Integral von M?2/E1.

Betrachten wir nun dagegen einen LF d wie in Bild 1.54. Wegen der feh-
lenden #ufleren Lasten reduziert sich die potentielle Energie auf den positiven
Ausdruck, siehe Kapitel 9.22,

1 1 [t
I7 = — = — — . 1.2
(w) = 5 alw,w) = 5 /0 > 0 (1.286)

In einem LF d ist die potentielle Energie also positiv, liegt sie rechts vom
Nullpunkt, und wenn man jetzt die potentielle Energie minimiert, dann sucht
man die Verformung u oder w, die die potentielle Energie méglichst nahe an
null riickt, siehe Bild 1.51. In dieser Situation hat das Prinzip vom Minimum
der potentiellen Energie die Bedeutung, die wir ihm normalerweise unterlegen.
Das Tragwerk versucht mit moglichst wenig Widerstand, sprich mit moglichst
geringen Dehnungen, die Verformungen zu ertragen, die ihm aufgezwungen
werden.

Bei der Interpolation mit splines nutzt man diese Intelligenz des Materials
aus, indem man es dem Material iiberlédsst die optimale Kurve w durch den
Slalom der Pflocke zu finden, optimal in dem Sinn, dass die Biegeenergie
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Bild 1.55. Spline Interpolation als LF Lagersenkung
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moglichst klein wird, moglichst nahe an null riickt, siehe Bild 1.55.

1
2

[wll = Va(w, w) =

(1.287)

1.40.2 Wenn das Material reif3t

Das Prinzip vom Minimum der potentiellen Energie kann auch erkléren,
warum die Spannungen in einem Bauteil wachsen, wenn das Bauteil Risse
bekommt, siche Bild 1.56.

Denn dann miissen die Verschiebungen auf den Flanken des Risses nicht
mehr gleich sein, wie das der Fall war, solange die Flanke noch im Inneren
des ungerissenen Bauteils lag. Risse vergrdfiern also den Ansatzraum
V, weil mehr Funktionen an der Konkurrenz um das Minimum teilnehmen
konnen. Damit rutscht das Minimum aber noch weiter weg vom Nullpunkt,
wird es dem Betrage nach grofler, und das bedeutet, dass die potentielle Ener-
gie und damit die Spannungen in dem Bauteil steigen.

Wenn der Ausloser dagegen eine Lagersenkung war, dann haben Risse
den gegenteiligen Effekt, einen heilsamen Effekt, die Spannungen sinken, weil
IT(u) > 0 jetzt ndher an null rutschen kann; wieder weil der Ansatzraum V
durch die Risse grofler wird.
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Bild 1.56. In einem LF p (Krifte) nehmen die Spannungen zu, wenn das Material
reifit, w1 — ug, wihrend sie in einem LF d (Wege) sinken

1.40.3 Wenn Lager entfallen

Derselben Logik unterliegen auch Durchlauftréager, bei denen die Zahl der
Lager der Grofie des Ansatzraums )V proportional ist, siehe Bild 1.57. Je
mehr Lager vorhanden sind, um so kleiner ist V, weil die wachsende Zahl von
Zwangspunkten, w(z) = 0, die Zahl der Konkurrenten kleiner werden lésst, V
also schrumpft, und das bedeutet, dass die potentielle Energie in einem LF p
dem Betrage nach kleiner wird.

Bei Einzelkréften kann man das direkt an Hand der Wege verfolgen, denn
bei diesen ist die potentielle Energie proportional zur Durchbiegung unter der
Einzelkraft
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Bild 1.57. Je mehr Lager vorhanden sind, desto kleiner wird der Betrag der poten-
tiellen Energie, weil der Ansatzraum V' schrumpft

IT =21.1-102kNm

b IT =169 - 1073 kNm

10 mm

Bild 1.58. Wenn man die Zahl der Lager erhsht (+3), aber die Absenkung un-
verdndert beibehilt, dann nimmt die potentiellen Energie um das achtfache zu

L ag2
H(w):%/o %dm—P~w(l):—%P~w(l) (1.288)

und wegen |IT(ws)| = 0.5 Pws(l) < [II(w1)] = 0.5 Pwi(l) muss daher gelten,
siehe Bild 1.57, dass die Kragarmdurchbiegung kleiner wird, wenn man ein
Zwischenlager einbaut.

Das Umgekehrte passiert, wenn man Lager wegnimmt, denn dann wird der
Ansatzraum V grofler, weil weniger Forderungen an die Biegelinien gestellt
werden, die an der Konkurrenz teilnehmen, und das bedeutet, dass der Betrag
|II(z)| der potentiellen Energic wéchst.

Das gegenteilige Phénomen hat man, wenn man einen Durchlauftriger,
dessen Ende man um einen vorgegebenen Betrag wa nach unten driickt (La-
gersenkung), auf zusitzliche Lager stellt, siehe Bild 1.58. Wieder wird der
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Bild 1.59. Hauptsystem

Ansatzraum V kleiner, aber weil in einem LF d die potentielle Energie positiv
ist, siehe Kap. 9.22, bedeutet dies, dass die potentielle Energie steigt. Es macht
mehr Miihe, einem Triager mit n + 1 Lagern eine Verformung aufzuzwingen,
als einem Tréger mit n Lagern.

Nun kénnte man vermuten, dass der Raum V nur schrumpft, wenn ,harte’
Lagerbedingungen wie w(z) = 0 dazu kommen, aber auch ,weiche‘’ Nebenbe-
dingungen lassen V schrumpfen. Eine Stiitze, die man zum Beispiel unter das
Ende eines Trégers stellt, siehe Bild 1.59, stellt einen solchen soft constraint
dar und V schrumpft trotzdem.

Um das zu verstehen, argumentieren wir wie beim Kraftgrofenverfahren.
Der Balken mit der Stiitze ist das statisch unbestimmte Hauptsystem und wir
wihlen die Normalkraft N in der Stiitze als statisch Uberzihlige X;. Nach
dem Einbau des Normalkraftgelenkes kénnen sich der obere und untere Teil
unabhéngig voneinander bewegen.

Der Raum V des statisch bestimmten Hauptsystems besteht aus allen Bie-
gelinien w, die die Lagerbedingungen des Balkens erfiillen, w(0) = w’(0) = 0,
und aus allen Lingsverschiebungen w1 (x) und us(x) der zweigeteilten Stiitze.
Dieses System ist unserem urspriinglichen System dquivalent, weil die zweige-
teilte Stiitze keine Lasten trigt.

Die Kraft X; unterliegt der Bedingung, dass der obere und untere Teil der
Stiitze in der Mitte die gleiche Verschiebung aufweisen, uj(h/2) = u2(h/2),
und das bedeutet das die Zahl der méglichen Funktionen w;(x) kleiner wird,
V schrumpft.

Wenn man Riegel oder Stiele zu einem Rahmen addiert, schrumpft der Raum
V, die Steifigkeit des Tragwerks nimmt zu.

1.41 Unendliche Energie

Die Erzeugung von Einflussfunktionen bedeutet fiir einen Rahmen eine
grofle Strapaze, denn dabei werden konzentrierte Punktlasten aufgebracht
oder ein Riegel wird geknickt (EF-M) oder gar auseinander gerissen, (Sprung
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Bild 1.60. Membran und zentrische Punktlast (MATHEMATICA™)

in w, EF-V), was bedeutet, dass die Verzerrungsenergie iiber alle Gren-
zen wichst. Das wollen wir im Folgenden néher betrachten.

Eine Membran ist das einfachst mogliche Flichentragwerk und daher be-
trachten wir eine kreisférmige Membran, Radius R = 1, die eine Offnung 2
iiberdeckt und die am ringformigen Rand I" festgemacht ist. Unter Druck p
beult die Membran aus und die Biegefliiche u(x) ist die Losung des Rand-
wertproblems

—HAu=p in{? u=0 auf . (1.289)

Die Konstante H ist die in x;- und zo-Richtung, (also = und y) gleich grofie
Vorspannkraft in der Membran. Wir setzen in der Regel H = 1.

Beim Seil ist V' = H w’ die Querkraft (man denke an einen Seilténzer) und
bei einer Membran gibt es nun zwei Querkrifte v; und vy (Krifte/1fd. m)

{Ul} —H {“ﬂ — HVu, (1.290)

'U2 ua:l:g
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die proportional den Neigungen der Biegefldche in die beiden Richtungen x;
und z5 sind.

Die Arbeits- und Energieprinzipe der Membran basieren auf der ersten
Greenschen Identitédt des Laplace-Operators, also dem Ausdruck, (wir setzen
H=1),

g/(i)(uﬁu):/ —Auéud()—i—/Vuon&uds—/ VueViud2=0.
7} r 2

W SW;
(1.291)

Das Skalarprodukt zwischen dem Gradienten und dem Normalenvektor

ou
on
ist die Normalableitung der Biegefléiche, also die Neigung der Membran am
Rand in Richtung des nach Aufien zeigenden Normalenvektors. Wenn die
Durchbiegung zum Rande hin kleiner wird, wie das die Regel ist, ist die
Normalableitung negativ und wir haben Gleichgewicht zwischen der abwiérts

gerichteten Fliachenkraft p | und den aufwirts gerichteten Haltekréiften
Ou/On 1 am Rand

Vuen =,y N+ U,g, No = (1.292)

{é’(u,l):/p-ld(wr/w.n-1ds:0. (1.293)
2 r

Wird die Membran in ihrer Mitte & = 0 mit einer Einzelkraft P = 1 belastet,
siehe Bild 1.60, dann bildet sich darunter ein unendlich tiefer Trichter aus,

1
Gy, x) =5 Inr r=|y—x, (1.294)

weil die Einzelkraft durchrutscht, sie keinen Halt findet.
Uns interessiert der Energieerhaltungssatz in diesem Lastfall, also die
Gleichung

1 >
5 CG,G) =W, -W,; =0, (1.295)
die wir ohne den Faktor 1/2 schreiben, weil er fiir die Argumentation nicht
wesentlich ist.

Der Gradient der schlauchartigen Biegefliche G verliuft wie 1/r

11
VG =— - [Cf)w} (1.296)
27 r | sinp
und wegen
1, 11
VGVG = mﬁ(cos @ +sin” ) = 120 (1.297)
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ist die innere Energie unendlich grof3,

27\' 1 1 1
Wi:/ VG-VGdQ:/ / — = rdrdp =0, (1.298)
o 0 o 4m2r2

denn das Integral von 1/r

"1
/ —dr =00 (1.299)
0

r

ist unbeschrinkt. Dazu passend ist auch die duflere Arbeit unendlich grof3
W,=P- o0, (1.300)
weil P ja keinen Halt findet. In sich ist das Resultat zwar stimmig
We—W;=00—00=0, (1.301)

aber mit unendlich kann man leider nicht rechnen, unendlich ist einfach nur
,unzahlbar viel*.

Der Grund ist, dass wir uns bei der Formulierung von W, auf der Diago-
nalen der ersten Greenschen Identitét befinden

% ‘C(G,G)=W.-W; =0 (1.302)
und sich deshalb die Singularitiit im Integral verdoppelt. Aus 1/r wird 1/r?
und das ist nicht mehr integrierbar, nicht mehr messbar.

Dies wiederholt sich in der Elastizititstheorie. Wenn man eine Schei-
be, die auch wieder kreisféormig sei, R = 1, mit einer Einzelkraft belastet,
dann verhalten sich die Dehnungen und Spannungen wie 1/r und durch das
Verdoppeln der Singularitéit auf der Diagonalen wird W; unendlich grof,

27w 1
1
WIL:/ 04 Eij dQZ/ / fQ’I"deQDZOO. (1303)
Q o Jo T

Ebenso im 3-D, wo sich die Spannungen o;; und Dehnungen ¢;; wie 1/r?
verhalten und das Volumenelement df2 = 72 dr dy sin 6 df der verdoppelten
Singularitit 1/7* nicht paroli bieten kann und die innere Energie iiber alle
Grenzen wichst.

Bei einer kreisférmigen Platte (Kirchhoff) mit einer zentralen Einzelkraft
hat die Biegefliche hingegen die Gestalt (c ist eine Konstante)

72 In 7 + regulire Terme, (1.304)

w@) =c g

und die Momente m;; bzw. Kriimmungen &;; gehen daher ,nur® wie

mg; ~Inr 1.305
J
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gegen Unendlich und so ist die innere Energie der Platte mit Radius R = 1

27 p1
W, = / My Kij A2 ~ / / In?r rdr dg + endliches Integral  (1.306)
n 0 Jo —

beschrankt, ist W, endlich, weil der Integrand in der Grenze gegen null geht,

r — 0 gewinnt gegeniiber In?r — co'7,

lim 7 In®r =0. (1.307)

r—0

Wie bei der Scheibe verursacht die Punktlast P = 1 eine 1/r Singularitét des
Kirchhoffschubs v,, (der ,dritten’ Ableitung),

. 1
lim 5
e—0 I'n. mr

dsy =1, (1.308)

weil aber die Plattengleichung von vierter Ordnung ist, braucht es drei Schritte
von v, hoch zu w

w = / / / vp(d2)® ~r*Inr  (drei Schritte) (1.309)

und das reicht, um die Singularitdt zu ddmpfen. Bei Problemen zweiter Ord-
nung, wie der Scheibe, trennt dagegen nur eine Integrationsstufe o ~ 1/r von
u und das ist nicht genug

1
U~ / —dr=Inr (ein Schritt) . (1.310)
T

1.42 Sobolevscher Einbettungssatz

In dieses scheinbare Durcheinander von endlicher und unendlicher Energie
kann man nun mit dem Sobolevschen Einbettungssatz eine gewisse Systema-
tik hineinbringen. Er erlaubt genaue Voraussagen, wann die innere Energie
endlich ist und wann nicht, [119].

Eine Einflussfunktion hat eine endliche Energie, wenn die Ungleichung

m—i> g (1.311)

erfiillt ist'®. Hier ist 2m die Ordnung des Differentialoperators, i ist die Ord-
nung der Singularitét, die in unserer Notation identisch ist mit dem Index 4
an dem Dirac Delta ¢§;, und n ist die Dimension des Raums. Bei Scheiben ist

17 That’s a guess, no one has had the patience to wait for it yet (Terence Tao).
18 Die Tabelle auf Seite 772 enthilt eine systematische Auswertung der Ungleichung
im Zusammenhang mit den Gleichungen der Statik.
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n = 2, das Differentialgleichungssystem hat die Ordnung 2m = 2 und daher
hat das Verschiebungsfeld, das von einer Einzelkraft, ¢ = 0, erzeugt wird eine
unendlich grofie Energie, weil die Ungleichung

2
1-0>2=17 (1.312)

nicht gilt, wihrend sie im Fall der Kirchhoffplatte, 2m = 4, erfiillt ist

2
2-0>35=1. (1.313)

Wir kénnen es auch so formulieren:

Die innere Energie W; ist unendlich, wenn die duflere Arbeit W, unendlich
ist und das ist genau dann der Fall, wenn in dem Ausdruck

We = Kraft x Weg (1.314)

einer der beiden Terme unendlich grof} ist.

Bei der Membran ist die Kraft zwar endlich, P = 1, aber sie sackt weg, ihr
Weg ist oo. Ebenso ist es bei einer Scheibe. Anders aber bei einer Platte: Die
Durchbiegung unter einer Kraft P = 1 ist endlich und somit auch die Arbeit
We = Kraft x Weg < oo.

Die Energie ist immer unendlich, wenn das Material tiber die FlieBgrenze
hinaus deformiert wird, wie das zur Erzeugung von Einflussfunktionen fiir
Kraftgrofien notig ist. Die Einflussfunktion fiir eine Normalkraft N in einem
Stab entsteht ja durch ein Verschiebungssprung, man muss den Stab also
buchstédblich zerreiffien, und die Einflussfunktion fiir ein Moment M verlangt
einen Knick, einen plétzlichen Richtungswechsel der Tangente im Aufpunkt
und das geht nur, wenn man das Material vorher zum Flieflen bringt.

Bei Flichentragwerken haben eigentlich alle Einflussfunktionen, auch die
fiir Weggrofien, unendlich grofie Energie. Die Ausnahme ist die Einflussfunk-
tion fiir die Durchbiegung w(z) einer Kirchhoffplatte'’.

,Wenn aber die Energie der Einflussfunktionen unendlich ist, wie-
so kann man dann mit ihnen rechnen?’ Der Unterschied ist, dass man bei
der Anwendung des Prinzips der virtuellen Verrickungen oder des Prinzips
der virtuellen Krdfte auf der Nebendiagonalen ist

C(Gu) = oW, —W; =0, (1.315)

und sich daher die Singularitit nicht verdoppelt, die virtuelle innere Energie
6W; bleibt endlich

19 Die schubstarre Kirchhoffplatte ist die ,Fortsetzung* des Biegebalkens ET w!" in
die Flédche. Im Unterschied hierzu ist die Mindlin-Reissner Platte eine schubweiche
Platte, siehe Kapitel 7. Im Regelfall meint der Ingenieur die Kirchhoffplatte, wenn
er von Platten spricht. FE-Programme rechnen meist jedoch schubweich.
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Bild 1.61. Balkenbiegelini-
en, a) mit unendlich groBer
Energie, (M, M) = oo, b) mit

9 endlicher Energie, hier sogar
i > null

(p = arctan w' Bild 1.62. Definition des
Winkels ¢

We =1 u(x) = / VG eVud2 =0W;, (1.316)
o)

weil das 1/r des Gradienten VG durch das r in dem Flichenelement df2 =
rdr dp ausgeglichen wird. Genau genommen miissen wir auch noch fordern,
dass der Gradient von u beschréinkt ist, |[Vu| < oco.

Der Satz von Betti ist von den Singularitéiten der Einflussfunktionen auch
betroffen, aber weil in den Biichern nur das Endergebnis steht

lim (G, ), = ulx) - / Gy @) ply)dy =0, (1.317)
E—r 0

sieht alles glatt aus. Das, was singulér war, hat zu dem Term u(x) gefithrt und
der Rest sind alles Integrale, deren Berechnung man dem Computer iiberlassen
kann (numerische Quadratur).

Bemerkung 1.4. Die charakteristischen Singularititen der verschiedenen Ein-
flussfunktionen G; fiir solids, Scheiben und Platten, bis hinunter zu den Ein-
flussfunktionen fiir Momente und Querkrifte, findet der interessierte Leser in

[110] und [111]. Dort werden auch die Grenzprozesse
lim ‘G, = lim (G, = 1.31
lim (Gi,u)p. =0 lim P (Gi,u)a, =0, (1.318)

die ja den Einflussfunktionen zu Grunde liegen, detailliert diskutiert.

Bemerkung 1.5. Ingenieur vs. Mathematiker Ein Mathematiker wird dar-
auf hinweisen, dass unendlich viel Energie notig ist, um einen Knick in einem
Balken zu erzeugen, und zur Bekriftigung seiner Behauptung wird er die Bie-
gelinie w des Balkens, siehe Bild 1.61 a, in eine Fourier-Reihe entwickeln



112 1 Grundlagen

4 1 1
w(z) = g — ;(cosgc—i—g—2 cos3x—|—5—2 cosbx +...) (1.319)
und dem Ingenieur die Energie vorrechnen
1 2 1 16
7~EI/ (w'(z))?dr =~ —(1+1+1...)=c0. (1.320)
2 0 2 T

Aber der Ingenieur ist kliiger. Er installiert erst ein Gelenk und verdreht dann
die beiden Seiten des Gelenkes so, dass tan ¢; — tan ¢, = 1. Die Biegeenergie
in dem Balken ist dann einfach die Energie, die notwendig ist, um die Balke-
nenden am Gelenk zu verdrehen und diese Energie ist endlich. Im Falle des
statisch bestimmten Balkens in Bild 1.61 b ist sie sogar null, denn w” = 0.

Bemerkung 1.6.In Bild 1.62 ist angetragen, wie der Winkel ¢ rechnerisch
gezihlt wird. Aus graphischen Griinden werden wir gelegentlich den rechten
Winkel anders drehen lassen, aber rechnerisch gilt Bild 1.62.
Die Arbeit, die die beiden Momente, links und rechts vom Gelenk, leisten,
ist
DB (w,5w) = B (wi, W) (0.2) + DB (wr, W) (1)
=...— M;-dw,+ M, - dw, +...=0. (1.321)
Mit der Bezeichnung in Bild 1.62 geht dieser Ausdruck iiber in
—M; - dw] + M, - Sw.. = —M, - tan ¢; + M, tan ¢,
= —M (tan ¢; — tan ;). (1.322)

Wenn wir diesen Term auf die linke Seite bringen, dann verschwindet das
Minuszeichen

M - (tan ¢ —tan @) =M -1 = ... (1.323)
In den Biichern wird das meist geschrieben als
M-Ap=M-1=..., (1.324)

weil fiir kleine Winkel tan¢ ~ ¢, aber einige Autoren gehen so weit Agp
mit der Dimension rad oder degree zu schreiben, was nicht ganz korrekt ist.
M - Agp ist eine duBere Arbeit. Ap steht fiir tan ¢; —tan ¢, und der Tangens,
dw/dr = [m]/[m], hat keine Dimension. Wenn man ein Balkenende um 45°
verdreht, dann leistet das Moment dabei die Arbeit

M -tan 45° = M [N-m] - 1 = M [N-m] (1.325)
und nicht die Arbeit M - 45°

M -45° = M [N-m] - 45°[rad] ~ (?) (1.326)
[N-m-rad] ist keine Arbeit.

Bemerkung 1.7. Fiir weitere Bemerkungen zu dem Sobolevschen Einbettungs-
satz siehe Kapitel 9.44.
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ky

Bild 1.63. Elastische Ein-

spannung

1.43 Drehfedern

Hierin gehoren auch die Drehfedern, M = k,, - ¢, deren Steifigkeit &, tibli-
cherweise in N-m/Winkel angegeben wird.

Wenn ein Einfeldtréger links elastisch eingespannt ist, wie in Bild 1.63,
dann addiert der Praktiker einfach das k, zur Steifigkeitsmatrix

412 + |k 212
% + [“1} = [fl] . (1.327)
212 472 U2 fa

Theoretisch hat er jetzt ein Problem, weil der Drehfreiheitsgrad u; (und
auch wuz) der Tangens des Drehwinkels ist und nicht der Winkel selbst.
Er kommt aus der Klemme, wenn er sich auf kleine Winkel beschrénkt,
tan(p) = ¢+¢®/3+. .., denn dann ist die Inkompatibilitiit in den Dimensionen
nicht merkbar und das ,passt‘, denn w’ < 1 ist ja gerade die Grundannahme
in der Balkenstatik, weil sich damit die Kriimmung zu x = w" vereinfacht.

1.44 Der Reduktionssatz

Der Reduktionssatz ist eine spezielle Variante der Mohrschen Arbeitsglei-
chung. Zur Berechnung der horizontalen Verschiebung u; des Rahmens in Bild
1.64 wiirde Mohr eine Kraft X; = 1 in Richtung der gesuchten Verschiebung
u; wirken lassen, und das Integral

' MM, NN
Lui:ze:/o ( E11+ EAl)da: (1.328)
auswerten, also iiber alle Stidbe des Rahmens integrieren.

Gemifl dem Reduktionssatz reicht es jedoch aus, die Einzelkraft X; = 1 an
einem statisch bestimmten Teilsystem des urspriinglichen Tragwerkes wirken
zu lassen.

Wir verstehen das besser, wenn wir uns klarmachen, dass der Knoten, der
die Last trigt, auf vier verschiedenen Wegen angesteuert werden kann, siehe
Bild 1.64 ¢, und dass auf jedem Pfad die Summe der horizontalen Verschie-
bungsinkremente du;, ihr Integral, gleich u; sein muss.

Wir kénnen also u; berechnen, indem wir zum Beispiel nur iiber den Pfosten
in Bild 1.64 d integrieren
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Bild 1.64. Anwendung des Reduktionssatzes, a) und b) Momentenverlauf und
Mohrsche Formulierung, c¢) auf unterschiedlichen Pfaden ist das Ergebnis dasselbe,
d) Reduktionssatz

) da . (1.329)

l
1%_/0(]5] t

Der Reduktionssatz besagt, dass das Dirac Delta, das X7, nicht auf den ur-
spriinglichen Rahmen aufgebracht werden muss, sondern dass es irgendein
Teilsystem sein kann, das in dem urspriinglichen System ,enthalten‘ ist, sie-
he Bild 1.64 d. Enthalten bedeutet, dass beim Ubergang zum Teilsystem die
Festhaltungen von Knoten gelost werden kénnen, aber das keine zusétzlichen
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Z)(u, ou) =0

O'ij (SO'Z‘j

O o,

Bild 1.65. Kopplung zweier Spannungszustinde auf einem Teilnetz
(X1=1-P)
ow l
\_/\A

a

b Lagersenkung

Bild 1.66. Virtuelle Verriickung und Lagersenkung

Festhaltungen eingebaut werden diirfen. In der Sprache der Mathematik be-
deutet dies: Der Dirichlet Rand (die Lagerknoten) kann schrumpfen, aber er
darf nicht wachsen, [119] p. 149. Die zuliissigen Teilsysteme sind {iblicherwei-
se gerade die Teilsysteme, die man auch beim Kraftgrofenverfahren wéhlen
wiirde, wie den einzelnen Pfosten.

Der Reduktionssatz ist eine geschickte Anwendung der ersten Greenschen
Identitéit, denn weil diese fiir jedes einzelne Stabelement null ist

> Cluu)e=0+0+...=0, (1.330)

€

ist sie auch fiir jedes Teilsystem null. Der ,Trick® besteht darin, Teilsysteme
zu wahlen, die sich leichter analysieren lassen, weil sie statisch bestimmt sind.

Nur muss man eben Systeme vermeiden, die bei der Formulierung der Iden-
titdten g)(u,ul) = 0, nach unbekannten Knotenverschiebungen oder Kno-
tenkréften fragen. Das ist die Essenz der obigen ,Dirichlet Bedingung'.
Wenn man sich aber von dem Kraftgrofenverfahren leiten ldsst, dann kommt
man nicht in diese Verlegenheit.

Die Idee der Teilsysteme lédsst sich natiirlich auf jedes FE-Netz anwenden.
Auf jedem Teilnetz kann man unterschiedliche Spannungszustinde via der
Greenschen Identitét in einer Null-Summe koppeln, siehe Bild 1.65
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p
X Xo
DCC TEC A
Xy
TC/A R M
X2

L—

M = My + X1 My + Xo M

Bild 1.67. Kraftgrolenverfahren

C(u,6u) =0. (1.331)

Mit dem Reduktionssatz kann man auch leicht zeigen, dass Biegelinien w aus
Lagersenkung orthogonal sind zu den virtuellen Verriickungen dw des Systems,
siehe Bild 1.66. Die Absenkung kann man sich als Reaktion des Trégers ohne
Zwischenlager (= Hauptsystem) auf eine Kraft X; = 1- P vorstellen (auf den
Faktor P kommt es nicht an) und gemifi Reduktionssatz muss gelten

PMSM
o EI

oW (w, dw) = drx =0 M =P M, (1.332)
weil dieser Ausdruck gerade das P-fache der Durchbiegung der virtuellen
Verriickung dw im Zwischenlager ist, aber dw ist null, siche Bild 1.66 a.

Der Reduktionssatz gilt auch fiir Flachentragwerke, nur rechnet da niemand
mit ,Mohr*
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u(x) = a(Go,u) . (1.333)

Man konnte Betti benutzen und die Einflussfunktion an einem einfacheren
System berechnen, aber dann gehen die eigentlich versteckten Lagerkrifte an
dem urspriinglichen System mit in die Rechnung ein — sie werden ja dann
mit verschoben, leisten Arbeit — und das schafft neue Probleme, die die Ran-
delemente aber erfolgreich l6sen. Technisch formulieren die Randelemente ja
Wi,2 = Wa 1 am rundum frei geschnittenen System — ,jeder darf mitmachen'.

1.45 Das Kraftgroflenverfahren

Beim KraftgroBenverfahren macht man ein Tragwerk durch den Einbau von
M-, V- oder N-Gelenken statisch bestimmt, siehe Bild 1.67.

Die statisch Uberzihligen X; werden so bestimmt, dass die Klaffungen
in den Gelenken null sind

o1 bz | [ Xu d10 0
= . 1.334
[521 522] [Xz] " [620 0 (1.334)
Die d;; sind die Relativverdrehungen/Verschiebungen zwischen den X; (links

und rechts vom Gelenk) und die d; sind dieselben Gréfien aus der Belastung.
Ihre Berechnung beruht auf der Mohrschen Arbeitsgleichung

l
M; M,
d 1.335
o EI " (1.335)

(Sij =

die ja wiederum mit der ersten Greenschen Identitéit identisch ist

l
M; M,
(g(w“ wj) = Sij — a(wi,wj) = 5ij - —— de=0. (1336)
. o FEI
Die Biegelinien w; und w; sind die Biegelinien, die zu X; und X; gehoren (sie
werden zum Gliick nicht gebraucht — nur ihre Momente) und der einzelne,
isolierte Term

8ij = [Viw; — M; wil (1.337)

ist sozusagen der ,Rest‘, das was von den eckigen Klammern, den Randarbei-
ten, in der Summe iiber alle Stébe iibrig bleibt. Der Rest d;; = Spreizung - 1
hat immer die Dimension einer Arbeit.

Zur Berechnung der ¢§;p ersetzt man in den obigen Formeln das zweite
Momente M; durch das Moment M, am statisch bestimmten Hauptsystem
aus der Belastung.



118 1 Grundlagen

Bild 1.68. John Hancock Tower Chicago, [304]

1.46 Die Diagonale

Ohne Diagonalen wiirde ein Fachwerk wie ein Kartenhaus zusammenfallen.
Jedes Geriist muss durch Diagonalen stabilisiert werden. Fehlen diese, wie bei
einem Stockwerkrahmen, dann miissen Eckmomente fiir den seitlichen Halt
sorgen. In Gedanken ist man ja immer versucht einen Vierendeel-Tréger durch
Diagonalen zu stabilisieren.

An einem Gittermast kann man verfolgen, wie die Last iiber die Diagona-
len und die Pfosten und die Riegel nach unten in die Lager geleitet wird. Die
Knoten des Fachwerks sind die Stationen auf diesem Weg nach unten, und
der Kraftfluss ist so ausbalanciert, dass in jedem Knoten die ab- und zuflie-
Benden Stabkrifte im Gleichgewicht sind??, f; = 0. Die Gestalt des Fachwerks
bestimmt implizit den Kraftfluss.

20 So wie in Bild 3.22, fr; = 0. Die Stiibe stehen unter Spannung, aber auflen sieht
man davon nichts. Eine probeweise Verriickung eines Knotens und damit der
am Knoten hingenden internen Krifte um 1 m ergibt null Arbeit; das bedeutet
energetisch f; = 0.


https://de.wikipedia.org/wiki/875_North_Michigan_Avenue

1.47 Wo lauft es hin? 119

Ein gelenkig gelagerter Diagonalstab stemmt sich gegen (ungleiche) Bewe-
gungen seiner Enden. Er ist ein ,Splitter‘, denn die Strebenkraft S hat eine
horizontale und vertikale Komponente

§=,/82482=2S5,\/1+tan’ o = S,4/141/tan*p (1.338)

und so kann man {iber die Neigung ¢ des Stabes den Kraftfluss steuern und
das Tragwerk aussteifen, siehe Bild 1.68.

Das rechtwinklige Dreieck zdhlt zu den Urph&inomenen der Physik. Mit
der Schriagen kommen der Pythagoras und der cosinus und der sinus — die
Projektion — in die Physik

=2 +12 sin p =1,/1 cos ¢ =l /1 (1.339)

und das Steigungsdreieck
A
f(r) = lim — (1.340)

kront diese Bedeutung; und gefiihlt gilt:

Der sinus ist fiir die Last und der cosinus fiir den Wind.
In der Potentialtheorie ist es der Sehstrahl r = |y — x|, in dem man die

Diagonale wiedererkennt

=4-n_, sin(<p)—y2_$2
r e r

cos(¢) =Ty - (1.341)

Die Geometrie des Dreiecks bestimmt auch die Effekte der spez. Relati-
vitédtstheorie. Die Lichtgeschwindigkeit ¢, die Geschwindigkeit v des Zeitrei-
senden und die Projektion von v auf die x-Achse bilden ein Dreieck und der
cosy des Winkels in diesem Dreieck bestimmt, wie grofl die Zeitdilatation
bzw. die Langenverkiirzung ist, siche Bild 11.3. Geht v — ¢, dann bedeutet
das 1/ cos v = oo; die Zeit bleibt fiir den Reisenden praktisch stehen und die
Lange seines Raumschiffs geht gegen null; beides aus der Sicht des unbewegten
Beobachters.

Beim Seileck wird diese Grenze erreicht, wenn man die Vorspannung H —
oo unendlich gro§ macht, denn dann geht der Durchhang gegen null und
1/w" = cos ¢/ sin ¢ — oo geht gegen Unendlich, aber vorher reifit natiirlich
das Seil.

1.47 Wo lauft es hin?

Wir haben oben von der Null-Summe der ersten Greenschen Identitét
gesprochen. Dieser Begriff hat auch eine direkte statische Relevanz, wie die
beiden folgenden Beispielen zeigen sollen.
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A wy

Bild 1.69. Archimedes’ Dilemma: Aller Aufwand flieBt in die Biegeenergie, a) die
Erde wird sich keinen Millimeter bewegen, b) und das Gummiband wird lang und
langer...

Ein fester Punkt reicht Archimedes nicht aus, um die Welt aus den Angeln
zu heben. Er benotigt auch einen Hebel mit einer unendlich grofien Biegestei-
figkeit I = oo, siehe Bild 1.69 a, denn sonst geht seine ganze Kraft nur in
die Verkriimmung des Hebels.

Wegen W(w,w) = W, — W; = 0 sind zu jedem Zeitpunkt die duflere
Arbeit und die Biegeenergie in dem Balken gleich grofl (wir lassen den Faktor
1/2 weg)

U ar2
M
We:PT-wr—Pl-wl:a(w,w):/ —de =W, (1.342)
o FEI
oder aufgelost nach dem angestrebten Effekt
P w =alw,w) — P -w, ~0, (1.343)

der aber praktisch null ist, weil der ganze Aufwand von Archimedes, P, - w,.,
in die Verkriimmung des Balkens fliet, also in die Biegeenergie a(w,w), und
praktisch nichts auf der linken Seite der Gleichung ankommt, nichts {ibrig-
bleibt, um die Erde anzuheben.
Dasselbe passiert, wenn man ein schweres Gewicht iiber den nassen Sand
am Strand zieht wie in Bild 1.69 b, [118],
I N2
We= P.-u, —P-u =au,u)= —dr=W,;. (1.344)

SN—— 0 EA
Aufwand

Das Gummiband wird lang und ldnger, die Verzerrungsenergie a(u,u) immer
grofer, aber das Gewicht wird sich kaum bewegen, u; ~ 0,
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P w = a(u,u) — Pr-up ~0. (1.345)

Die erste Greensche Identitéit, das Null-Summen Spiel, erlaubt es dem Balken
bzw. dem Band auszuweichen. Der Anwender hat keine Kontrolle dariiber,
wo sein Effort, seine Energie hinfliet. Sie muss im System stecken, aber wo
genau am Schluss? Das ist, wenn man so will, die ,Unschérfe* in der Statik.

Eine #hnliche Situation entsteht, wenn man Steifigkeiten &ndert. Wie rea-
giert ein Tragwerk, wenn man eine Stiitze wegnimmt oder in eine Wand eine
Offnung einbaut? Die Last éndert sich nicht, aber der Kraftfluss — aber wie?
Wir wissen nur, siche Kapitel 3.37, dass der Ubergang in die neue Gleichge-
wichtslage w. nicht willkiirlich geschieht, sondern dass die neue Lage u,. mit
der alten Lage u kompatibel sein muss,

I+ K 'AK)u.=u, (1.346)

weil sich f = Ku = (K + AK)u, nicht dndert.
1.48 Es ist eine Gleichung

Mathematisch sind das Prinzip der virtuellen Verriickungen, der virtuellen
Kréfte und der Satz von Betti eins.
Dem Prinzip der virtuellen Verriickung

NN
EA

- ! !
(u,u) = /0 —FBA" Sudzx + [N su)l) — /0 dr =0, (1.347)

und der virtuellen Krifte

1
AT / “EA (50" udz + [SN* u]} — dr =0 (1.348)
0

sieht man es direkt an. Und wenn man in (1.347) das W; partiell integriert

1 !
/ EAW 6u' dex = [u BAW)) — / uEASu" dx (1.349)
0 0

und einsetzt, ist man bei Betti

l l

B (u,6u) = / —EAW" Sudx + [N duly — [udN, — / u(—EAéu")dz =0.
0 0

(1.350)

Der LF 1 ist das p am Stab und die Krifte dp, die dem Stab die Form du
geben, sind der LF 2

Wi o = dWe(p, du) = 6W;(u, 0u) = 6We(u,0p) = Way . (1.351)
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1.49 Finite Elemente und die erste Greensche Identitit

Wir wollen zum Schluss dieses Kapitels noch vor einem méglichen Missver-
stdndnis warnen: Die erste Greensche Identitét ist identisch mit 617 = 0 aber
nicht identisch mit Ku = f.

Ist u die Léngsverschiebung eines Stabes, links fest, rechts frei,

—FEAY" =p  w(0)=0, N()=0 (1.352)
und du eine virtuelle Verriickung, du(0) = 0, dann gilt
C(u,6u) = (p,6u) — a(u,du) =0 (1.353)
und daher ebenso, wegen ¢;(0) = 0,
G, 0:) = (p,01) —alu, ;) = 0. (1.354)
Das ist die Vorlage zur Bestimmung der FE-Losung upn(z) = >, u; ()
(p, pi) — alup,p;) =0 i1=1,2,...,n. (1.355)
Man ist versucht, das mit
G lun. i) = (o, 1) = alun, 1) = 0 (1.356)
gleichzusetzen, also die FEM auf die bequeme Formulierung
Clun,pi)=0 i=1,2,....n (1.357)

zu reduzieren, aber die Belastung in der Identitit (1.356) ist p, = —EAuj
und nicht p

FEM = (1?7 @) — alup, pi) # (p¢h’ i) — alun, i) = G (un, ;). (1.358)

Die FE-Gleichungen (1.355) sehen also so dhnlich aus, wie die erste Green-
sche Identitét, (1.356), sind aber von ihr verschieden — sie versuchen nur die
Identitit mit der FE-Losung up nachzubilden. Nur am Schluss, h — 0, sind
die beiden gleich, weil dann p, = p ist.

Hier wird deutlich, wie die ganze Algebra der finiten Elemente im Grun-
de an der ersten Greenschen Identitéit hingt, siehe Kapitel 9.12. Es ist ein
stdndiges, ,wieselflinkes’ Vertauschen von auflen und innen und das in der
angenehmen Gewissheit, dass alle Akteure aus dem pool der n shape func-
tions @; kommen, das Terrain, die ,Arena‘ fest abgesteckt ist. Und n heift
eben auch, wenn man n-mal an dem Tragwerk gewackelt hat, steht das System
Ku = f, weifl man wie die Losung aussieht. Mit finiten Elementen werden
Probleme abzihlbar endlich...

Bemerkung 1.8. Wir haben hier ein 1-D Problem als Vorlage genommen, aber
eigentlich besteht die Verwechslungsgefahr nur bei Flichentragwerken. Bei
Stabtragwerken, EA und EI konstant, ist Ku = f + d wirklich identisch mit
der ersten Greenschen Identitét, siehe Kapitel 1.18.3.
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2

Der Satz von Betti

Das Thema dieses Kapitels sind Einflussfunktionen und ihr Zusammen-
hang mit finiten Elementen.

Die grofle praktische Bedeutung des Themas beruht darauf, dass die Weg-
und KraftgroBen in der linearen Statik auf der Uberlagerung der Einflussfunk-
tionen mit der Belastung beruhen

l
u() = / Gy z) ply) dy, (2.1)

wie das uns wohl vertraute pi?/8

l l 2
M= / Gly, ) ply) dy = / ay =221 22
0 0

8

das das Skalarprodukt der Einflussfunktion fiir M (z) und der Belastung ist.
(Das schlieit die Multiplikation zweier Zahlen, Kraft x Weg, wie zweier Vek-
toren natiirlich mit ein).

Die Einflussfunktionen sind also der Schliissel zur linearen Statik. Sie
verkorpern die Sensitivititen eines Tragwerks. Die Einflussfunktion und die
Belastung miissen sich irgendwann einmal kreuzen, wenn im Aufpunkt etwas
ankommen soll, siehe Bild 2.1.

Und die entscheidende Rolle der Einflussfunktionen iibertrégt sich direkt
auf die finiten Elemente, siehe Bild 2.2, denn:

Jede FE-Losung ist eine Linearkombination der Einflussfunktionen g, der
Knotenverschiebungen

u:f1g1+fgg2+...—|—fngn:Kﬁlf (2.3)

Das ist leicht zu verstehen: Die Verschiebungsantwort (Vektor g;) des Sy-
stems Ku = f auf eine Knotenkraft f; = 1 ist die Einflussfunktion fiir die



126 2 Der Satz von Betti

=
7]
g
A A A p. A A

Bild 2.1. Einflussfunktion fiir die Normalkraft in einer Strebe

Verschiebung u; des Knotens. Daher muss man nur die Vektoren g; mit den
aktuellen f; multiplizieren und man hat die FE-Losung wu, also die Knoten-
verschiebungen unter Last. Das ist genau die obige Formel ©w = K~ ' f, denn
die g, sind die Spalten der Inversen K~ = [g,,99,...,9,].

Genau genommen sind die g, nur die Knotenwerte der Einflussfunktionen
fiir die Verschiebungen u;

Gy, z;) = Zgij ©;(y) gi; = Eintrége j in Spalte g, (2.4)
j=1

Die Einflussfunktionen entstehen erst durch Multiplikation der g;; mit den
©;(y). Aber diese ,Verkiirzung‘ vereinfacht doch die Behandlung des Themas.

2.1 Grundlagen

Gemifl dem Satz von Betti sind die reziproken dufleren Arbeiten zweier
Systeme, die jedes fiir sich im Gleichgewicht sind, gleich grof}

Wia=Wsay. (2.5)

Die Arbeiten, die die Lasten des Systems 1 auf den Wegen des Systems 2
leisten, W1 o, sind genauso grof$ wie die Arbeiten, die die Lasten des Systems
2 auf den Wegen des Systems 1 leisten, Wa 1.

Dieser Satz beruht auf der zweiten Greenschen Identitéit 7 (wy, w,),
die durch Spiegelung aus der ersten Greenschen Identitét entsteht

D (w1,w5) = Clwi,wy) — C(wa,w1) =0-0=0, (2.6)
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m ’
a
e (=6 ———f——— —

fi=-12p fo=—-12p fs=3p
\ \ [

=k

wp(z) = f1-G1(x) + fo - Ga(x) + f3- G3(7)

fi=1
c
fo=1
%
d
fz=1
—% G
e

Bild 2.2. Die FE-Losung wp(x) ist die gewichtete Summe der Einflussfunktionen
G1,G2,Gs der drei Knotenverdrehungen und die Gewichte sind die dquivalenten
Knotenmomente f; = (G;,p) (BE-FRAMES)

was im Falle des Balkens zu dem Ergebnis

- !
s@j(wl,wg) :/ ETw!Y wy dx + [Vy wy — My wy']}
0

Wi,2

l
— [Vawy — Mywh]l — / wy ETwlY dz =0 (2.7)
0

Wzyl

fiihrt.
Man kann sich das auch so vorstellen, dass man mit dem Arbeitsintegral
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!A Wil 1 ﬁ\ = i
wi(x) wy(x)
l=5m x l=5m
1

Y
y

S
(o)

Bild 2.3. Satz von Betti

l
/ ETwlY (x)ws(z) da (2.8)
0

startet, und dann mittels partieller Integration die Ableitungen von wq
vollstéindig auf wsy iiberwélzt und so am Schluss das Spiegelbild des Aus-
gangsintegrals erhélt.

Differentialgleichungen bei denen auf diesem Weg das Spiegelbild entsteht,
heilen selbstadjungiert. Alle linearen Differentialgleichungen gerader Ord-
nung sind selbstadjungiert.

Differentialgleichungen ungerader Ordnung, wie v’ = p, nennt man schief-
symmetrisch, weil sie nur nach Multiplikation mit (—1) mit dem Ausgangs-
integral zur Deckung zu bringen sind

! I
/ u' Sudr = [udul) —/ wou' dz . (2.9)
0 0

Partielle Integration ist daher, wenn man so will, eine ,schiefsymmetrische’
Operation.

Beispiel 2.1. Die beiden Balken in Bild 2.3 tragen zwar verschiedene Strecken-
lasten

105 s

pr=10  wi(z)= YWl (&—-2&+¢) E=uz/l (2.10)
7-5%x 9 4

p=TE w)= SO E 7106 1aeY), (211

aber ihre reziproken dufleren Arbeiten, die Arbeiten ,iiber Kreuz‘, sind den-
noch gleich grof3

— ! !
B (w1, ws) :/0 p1(z) wa () dx_/o pa2(z) wi(z) do

1 1
= — 91146 — — -911.46 = 0. 2.12
77 91146 — — - 911.46 =0 (2.12)

In den Statikbiichern wird der Satz von Betti meist gleich auf (2.12) redu-
ziert ohne dass die zweite Greensche Identitét (2.7) angeschrieben wird und
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T
P=10 p2=7'g

Bild 2.4. Satz von Betti bei zwei unterschiedlich gelagerten Systemen

deswegen heifit es in den Biichern immer, ,wenn zwei Systeme im Gleichge-
wicht sind...¢, womit angemahnt wird, dass die beiden Biegelinien den Glei-
chungen EIwiV = p; bzw. EIwlV = p; und den Randbedingungen geniigen
miissen, damit die verkiirzte Identitdt (2.12) mit dem Original (2.7) identisch
ist.

Der Satz von Betti gilt im iibrigen auch dann, wenn die beiden Balken
unterschiedlich gelagert sind, wie in Bild 2.4, denn

17 1

ist dasselbe, wie

1
Wa1 = / powi(x) dr — By wi (1)
0

5
x 10 5 1 35 1250
= 2 (252 — 8y g — 22 22
/075(59” 6 BT 3 3E
401042 —— — 48611 - — —850 - - (2.14)
- ET B El '

Die unterschiedliche Lagerung bedeutet nur, dass jetzt auch die Lagerkrifte
Arbeiten leisten und die miissen mitgezihlt werden.

2.2 Einflussfunktionen fiir Weggrofien

Die Einflussfunktion Go(y, x) fiir die Verschiebung eines Punktes z ist iden-
tisch mit der Verformung des Tragwerks, wenn eine Kraft P = 1 den Aufpunkt
x in Richtung der gesuchten Verformung driickt. Das y ist die Laufvariable,
also die Stationen in denen wir die Effekte, die die Einzelkraft hervorruft,
beobachten.
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Die Einflussfunktion ist symmetrisch, Go(y,z) = Go(z,y), man kann
also jederzeit z mit y vertauschen. Ob die Kraft im Punkte = steht und wir
beobachten die Verformung im Punkt y, oder ob die Kraft im Punkt y steht
und wir beobachten die Verformung im Punkt x, ist numerisch dasselbe (Satz
von Mazwell).

Fiir unsere Zwecke wird es sich als sinnvoll erweisen, mit  den Aufpunkt
zu bezeichnen und mit y die Lastordinaten.

Was am Anfang vielleicht etwas verwirrend ist: Um die Einflussfunktion
Go(y,x) zu erzeugen, setzen wir eine Kraft P = 1 in den Aufpunkt z, wenn
wir aber die Einflussfunktion auswerten

1
w(r) = /0 Go(y,z)p(y) dy, (2.15)

dann wirkt die Last p in den Quellpunkten y und der Aufpunkt z wird zum
Sensor, zur MeBstation®

Ort der Kraft P = 1, die Go(y, x) erzeugt
Aufpunkt x = (2.16)
Sensor, wenn (Go(y, z),p) ausgewertet wird.

Eine Streckenlast p kann man als eine Serie von kleinen Einzelkréften
dP(y) = p(y) dy (2.17)
ansehen, die jede fiir sich die Durchbiegung im Aufpunkt x um das Mafl
dw = Go(y,x) dP(y) (2.18)

erhohen, und so ist die gesamte Durchbiegung die Summe iiber die dw, also
die Uberlagerung der Einflussfunktion mit der Belastung

l l
w(ﬂC)Z/0 dw:/o Go(y,x) p(y) dy - (2.19)

Besteht die Belastung nur aus einer einzelnen Kraft P in einem Punkt y, dann
reduziert sich das natiirlich auf den Ausdruck

w(z) = Go(y,x) - P. (2.20)

Und so wie die Weg- und Kraftgrofien eines Balkens aus der Biegelinie durch
Differentiation hervorgehen,
d d? 3

w'(z) = . w(z) M(z) = —FEI @w(x) V(z) = —EI% w(z),

! In der Potentialtheorie sind die Lasten sources und eine Saugpumpe (Entwisse-
rung) ist ein sink.
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so gehen die zugehorigen Einflussfunktionen aus G (y, ) durch Differentiation
nach dem Aufpunkt = hervor

Goly, ) = EF fiir w(x) (2.22a)
Gi(y,z) = %Go(y,x) = EF fiir w'(z) (2.22b)
Ga(y,x) = —EI j—;Go(y,x) = EF fiir M (x) (2.22¢)
Gs(y,x) = —EI ;L;Go(y,x) = EF fiir V(z) (2.22d)

Wir bezeichnen die Einflussfunktionen mit dem Buchstaben G, weil in der
Mathematik Einflussfunktionen Greensche! Funktionen heiflen, und weil
die Durchbiegung die nullte Ableitung ist, schreiben wir ihre Einflussfunktion
G mit einem Index 0.

Das Wort Einflussfunktion kann einmal das komplette Integral bedeuten

l
w(z) = /0 Go(y,z)p(y) dy, (2.23)

oder den Kern Gy(y,z) der Einflussfunktion. In der Mathematik versteht
man unter der Green’s Function meist den Kern. In Anlehnung an die Physik
nennen wir das Integral das Wirkungsintegral der Belastung.

Die zentrale Rolle der Greenschen Funktionen kann nicht iiberbetont wer-
den, da in der linearen Statik alle Resultate auf der Uberlagerung der Last
mit den Punktlosungen beruhen, und die Schliisselfrage daher lautet:

Wenn ich in y driicke, wie grof} ist dann in x die Verschiebung?

Wenn man diese unit response — die Greensche Funktion — fiir alle Punk-
tepaare (z,y) eines Tragwerks parat hiitte, dann brauchte man keine finiten
Elemente.

2.2.1 Herleitung

Technisch gesehen geschieht bei der Herleitung der Einflussfunktion (2.19)
das folgende: Wir belasten den Triger im Aufpunkt x mit einer Einzelkraft
P =1, siche Bild 2.5 a, ermitteln die zugehérige Biegelinie Go(y, z) und for-
mulieren dann mit den beiden Biegelinien Go(y,x) und w(y) den Satz von
Betti, die zweite Greensche Identitiit.

Das geht nicht in einem Stiick, weil die dritte Ableitung (die Querkraft)
der Einflussfunktion im Aufpunkt springt. Also integrieren wir vom linken
Lager bis zum Aufpunkt x, unterbrechen dort, und setzen die Integration
hinter dem Aufpunkt fort

P (Go,w) = L (Gh,w) 0.0 + F(GF w) @y =0+0. (2.24)


https://en.wikipedia.org/wiki/Green%27s_function
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Bild 2.5. Anwendung des Satzes von Betti bei einem Balken, a) Einflussfunktion
Go(y, ) fiir die Durchbiegung w(z) bzw. b) Gi1(y, ) fiir die Verdrehung w’(z) in

Balkenmitte

An den beiden Balkenenden sind w und M null und so verbleibt in der Summe
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Bild 2.6. Anwendung des Satzes von Betti bei einem Stab

P (Go,w) = B (G w)0.0) + j(GO, ) (.0
— V(@) wiz) - ME (@ /c%%

= V(@) w(z) + Mg (z) w'(z) — G (y, ) py) dy

= (Vi () = Vi"(2)) w(z) = (Mg () = My'(2)) w'(x)

l l
—AcM%mmwwzlwuw- Goly, ) ply) dy =

oder

was die Einflussfunktion fiir w(z) ist.

Einflussfunktion fiir w’(x)

Zur Berechnung von w’(x) belasten wir den Triger im Aufpunkt mit einem
Einzelmoment ) = 1 und formulieren mit den beiden Teilen G und G
den Satz von Betti, siehe Bild 2.5 ¢,

P(Gr,w) = D (GLw) 0.0 + P (G w) @y = 0+0. (2.27)
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Der Sprung des Biegemomentes im Aufpunkt macht, dass bei der Addition
der beiden Identitdten im Aufpunkt die Arbeit

(Mp(zy) — Mp(z_))w'(x) =1-w'(x) (2.28)

iibrig bleibt und damit ergibt sich die Einflussfunktion fiir w'(z) zu
!
Lw'(z) = / Gi(y, =) ply) dy - (2.29)
0

Einflussfunktion fiir die Lingsverschiebung u(x)

Die zweite Greensche Identitdt (Satz von Betti) der Differentialgleichung
—FEAv"(z) = p(x) lautet

l
@(u,a):A —EBAW(z) a(z) dx + [N ]}
l
[N — / w(@) (—EA (2)) dz = 0, (2.30)
0

und aus ihr erhélt man die Einflussfunktion fiir u(x), indem man eine Kraft
P =1 in Richtung der Stabachse wirken lisst, siehe Bild 2.6,

P (Go,u) = Z (G w) 0w + P (GF 1) ery =0+0
— N () u(a) - / GE(y.z) ply) dy

!
— NE(x) ulz) - / Gy, z) ply) dy

l
= (NE(x) — N&(2)) u(z) - / Goly.)p(y)dy  (2.31)

=1

oder

l
1-u(z) = /0 Go(y, ) p(y) dy - (2.32)

2.3 Einflussfunktionen fiir Kraftgrofien

Die Berechnung von Einflussfunktionen fiir Kraftgroflen geschieht in zwei
Schritten:

e Kraftgrofie sichtbar machen!
e Schaukeln!

Erst macht man die Schnittgrofie durch den Einbau eines entsprechenden
Gelenkes zu einer duferen Kraft, siehe Bild 2.7, und dann bewegt man die
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P

Lt
g

V(z)=—-P-w

Bild 2.7. Eine Einflussfunktion gleicht einer Schaukel, W1 o =—-V -1—P.-w =0,
sieche (2.80). Normalerweise schreiben wir G statt w, oder hier Gs

beiden Gelenkhilften so, dass die beiden Schnittgréfen, links und rechts vom
Gelenk, insgesamt den Weg —1 zuriicklegen.

In der Statik heifit dies der Satz von Land, der aber im Grunde doch nur
ausspricht?, was in der zweiten Greenschen Identitéit steht. Man sucht in der
Identitéit nach der Kraftgrofle, schaut auf ihren Partner, also die Weggrofle,
mit der die Kraftgrofle gepaart ist, und weifl dann, dass man diese Weggrofie
um Eins springen lassen muss, damit bei der Addition, siehe (2.38), die Kraft-
grofle ,ans Licht kommt*.

Ist das Tragwerk statisch bestimmt, dann wird aus dem Tragwerk durch
den Einbau des M-, N- oder V-Gelenks, siehe Bild 2.8, ein Getriebe und
dann sind keine Kréfte nétig, um die beiden Gelenkhélften zu spreizen.

Ist das Tragwerk statisch unbestimmt, dann braucht es dafiir Kraft. Prak-
tisch geht man dabei, wie bekannt, so vor, dass man zunéchst auf beiden
Seiten des Gelenkes eine Kraftgrofie X = +1 wirken ldsst, die dadurch verur-
sachte Spreizung des Gelenks ausrechnet, und dann das Paar +X so normiert,
dass die Spreizung sich zu Eins ergibt.

Archimedes wusste, wenn er das linke Lager an dem Hebel in Bild 2.9
wegnimmt, und den Hebel dort um ein dédxtulog, einen Fingerbreit, nach
unten driickt, dass dann die Arbeit der Lagerkraft A und die Arbeit der Kraft
P in der Summe null sein miissen

W1’2:A'1—Ph2tan80:07 (233)

und er fand so fiir den Wert von A das Resultat

A:PhgtangazP%. (2.34)
1

Alle Einflussfunktionen fiir Kraftgrofien sind im Grunde solche Schaukeln,

siehe Bild 2.7, denn das Spiel von Kriften und Bewegung bildet den
Kern der Statik.

2 Das soll nicht die Leistung von Land mindern. Er hat, wie viele andere Ingenieu-
re, Pionierarbeit in der Griindungsphase der Statik geleistet. Die Geschichte der
Statik ist — wie die aller Wissenschaften — Geistesgeschichte, [172].
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Bild 2.8. Der Einbau von Gelenken ermdéglicht die Berechnung von Einflussfunkti-
onen, a) M-Gelenk, b) N-Gelenk, c) V-Gelenk
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Bild 2.9. Der Hebel des Archimedes

Die Kinematik bestimmt die Statik.

Zu jeder Schnittkraft gehort ein Gelenk und die Bewegung, die {iber das
Tragwerk lduft, wenn man das Gelenk spreizt, das Echo, das von der Last
zuriickkommt, bestimmt die Grofle der Schnittkraft im Aufpunkt.

2.3.1 Einflussfunktion fiir N (x)

Die Einflussfunktion G (y, x) fiir eine Normalkraft N (x) weist im Aufpunkt
x einen Verschiebungssprung der Gréfle Eins auf, siehe Bild 2.10 b,

Gl (l‘+) — Gl(l‘_) =1. (235)
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Bild 2.10. Berechnung der Einflussfunktion fiir die Normalkraft N (z)

Die Randarbeiten an den Enden des Stabes im Satz von Betti

P (Gryu) = Z(CF )0y + P (CEw) @y =0+0

/ Gi(y,z) p(y) dy + . / Gi(y. z)p(y) dy,

(2.36)

sind, wegen u(0) = u(l) = 0 und G1(0,2) = G1(I,z) = 0, null, und so verblei-
ben nur die Randarbeiten links und rechts vom Aufpunkt x.
Die zu GG; gehorige Normalkraft Ny ist im Aufpunkt stetig, weil G; links
und rechts vom Aufpunkt dieselbe Steigung hat, siehe Bild 2.10 b, und auch
u(zx) ist dort stetig, so dass die Arbeit der beiden Normalkréfte =Ny (z), links
und rechts vom Gelenk, in der Summe null ist

Ni(z-)u(z) = Ni(zy) u(z) = (Ni(z-) = Ni(z4)) u(z) =0, (2.37)

links rechts

und sich somit alles auf
_ 1
G (Gr,u) = N(@) (G (a4) — Ga (@) / G (y,2) ply) dy
1—/ Gi(y,z)p(y)dy =0 (2.38)

reduziert, oder

l
1-N(z)= /0 Gi(y,z)p(y) dy . (2.39)
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Bild 2.11. Einflussfunktionen fiir M (z) und V (z)

2.3.2 Einflussfunktion fiir M (x)

Im Aufpunkt « wird ein Momentengelenk eingebaut und die Stabenden
werden so verdreht, dass eine Spreizung von Eins entsteht

Gh(z_) — Gy(zy) =1. (2.40)

Bei der Formulierung des Satzes von Betti mit den beiden Teilen der Einfluss-
funktion, G% und G%,

sind die Randarbeiten an den Balkenenden null und die Randarbeiten an der
Ubergangsstelle, im Aufpunkt z, heben sich gegenseitig weg bis auf den Term

Gyla) M() - Ghlas) M(z) = 1- M(2) (2.42)

und so folgt

l
1 M(z) = / Galy, ) ply) dy (2.43)
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Bild 2.12. Herleitung der Einflussfunktionen durch Differentiation nach z

2.3.3 Einflussfunktion fiir V (x)

Die Querkraft machen wir durch den Einbau eines Querkraftgelenks
sichtbar, siehe Bild 2.11 e, und spreizen es dann derart, dass die beiden Quer-
krifte in der Summe den Weg (—1) zuriicklegen. Das bedeutet, dass die Ein-
flussfunktion G3 im Aufpunkt einen Versatz der Grofle Eins aufweist

Gs(z4) — Ga(z_) =1. (2.44)

Entsprechend besteht die Biegelinie (i3 aus zwei Teilen, GL und G£, und so
miissen wir auch den Satz von Betti zweiteilen

P (Gs,w) = DB (GEw) 0.0y + P (GEw) @y = 0+0. (2.45)

An der Ubergangsstelle, im Aufpunkt x, heben sich die Randarbeiten gegen-
seitig weg bis auf

Ga(w) V() = Gs(z ) V(z) =1-V(z) (2.46)

und so ergibt sich durch Umstellung aus W; o = 0 das Resultat

l
1-V(z) = /0 Gs(y. =) p(y) dy - (2.47)
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M (x)
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b tan @; — tan ¢, = 1 l
Knick 3ET
212

Bild 2.13. Auswertung einer Einflussfunktion bei Lagersenkung, a) Lagersenkung
b) Einflussfunktion Gz (y, z) fiir M(x)

2.3.4 Lagersenkung

Wenn sich ein Lager senkt, gibt es kein p. Wie werden dann die Einfluss-
funktionen ausgewertet? Antwort: Indem man iiber die Lagerkréfte geht. Ein
Beispiel soll das erldutern.

Die Verformung des Trégers in Bild 2.13 @ kommt nur aus der Lagersenkung
w rechts und daher ist die Biegelinie w eine homogene Losung, ETw!Y = 0.
Die Einflussfunktion fiir das Moment in Feldmitte entsteht durch die Sprei-
zung des Aufpunkts, EI GIV (y,x) = §3(y — x), siehe Bild 2.13 b. Das rechte
Lager muss dabei durch eine Kraft 3 EI/(21?) daran gehindert werden, abzu-
heben.

Mit diesen beiden Kurven, w(y) aus der Lagersenkung und G(y, =) aus der
Spreizung, formulieren wir den Satz von Betti, und erhalten (wir iiberspringen
die Zwischenschritte)

B (Gayw) = —M(z) — Va() w(l) =0, (2.48)
oder

M(z) = =Va(l) wa = —Lagerkraft der Einflussfunktion x Lagersenkung .
(2.49)

Das Minus in —V5(I) w ist dem Minus geschuldet, das vor dem zweiten Teil
von Betti steht
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l

— l
%(G2,w):/ ...dy+[...](l)?[V2w+...]é—/ ..dy=0. (2.50)

0 0

Fassen wir das als Regel:

Bei einer Lagerbewegung geschieht die Auswertung einer Einflussfunktion
durch Multiplikation der zur Einflussfunktion gehorigen Lagerkraft mit dem
Lagerweg x (—1)

2.3.5 Temperaturinderungen

Auch bei Temperaturdnderungen AT gibt es kein p. Hier geht man iiber
die Mohrsche Arbeitsgleichung

I5Z+/]\7QT%dI+/NQTTd:E (251)

Die Temperaturglieder kommen iibrigens aus einer starken Einflussfunktion
(Betti), siehe Kap. 7.2.1. Man kann mit ihnen daher auch temperaturbedingte

Anderungen in SchnittgréBen verfolgen. Dann sind M und N die Momente
und Normalkréifte der Einflussfunktion fiir die Schnittkraft.

2.3.6 Die Kette der Einflussfunktionen

Die Einflussfunktionen G;(y,z) fiir die hoheren Ableitungen und Schnitt-
kréfte erhélt man durch Ableitung von Go(y, z) nach dem Aufpunkt x, wie in
Bild 2.12 gezeigt.

Man kann die Einflussfunktion fiir u(z) auch direkt differenzieren

l l
U(I):/O Go(y, =) p(y) dy - N(m):/o EA%Go(y,m)p(y)d%
(2.52)

was aber als Differentiation eines Integrals nach einem Parameter gilt und da
muss man aufpassen.
Theoretisch muss man in zwei Schritten vorgehen. Zu berechnen sei die
Einflussfunktion fiir das Moment m,,(x) in einer Platte:
1. Zunéchst wird die Einflussfunktion Ga(y, ) fiir das Moment m,, durch
Ableitung aus Gy berechnet, Go = m;,(Go(y, x)) .
2. Dann schaut man sich den Grenzprozess

PGy, w) = lim, L (Gayw), =0 (2.53)
g
im Detail an und 16st das Ergebnis nach m,,(x) auf

My () = , Ga(y, ) p(y) di2y . (2.54)

Der Praktiker wird natiirlich nicht so lange warten wollen und sagen, ,ich
weif}, was heraus kommt‘, und das Ergebnis direkt hinschreiben.
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Bild 2.14. Der Einfluss eines Momentes hingt von der Neigung der Tangente an die
Einflussfunktion im Quellpunkt, am Ort von M, ab, a) Biegelinie aus dem Moment
iiber dem Lager, b) Einflussfunktion fiir Durchbiegung des Kragarmendes

2.3.7 Lastmomente differenzieren die Einflussfunktionen

Das Lastmoment iiber dem Zwischenlager des Balken in Bild 2.14 kann man
in zwei Einzelkriifte P = £ M /Ay auflosen, die untereinander den Abstand Ay
haben. Ist Go(y, ) die Einflussfunktion fiir die Durchbiegung am Kragarmende
x =1, dann ist

M d
(Go(y+ 0.5 Ay, 1) — Go(y — 0.5 Ay, 1)) - — = o Go(y,1)- M

w(l) Ay
(2.55)

= lim
Ay—0

die Durchbiegung aus dem Moment M. Entscheidend fiir die Wirkung des
Moments auf das Kragarmende ist also die Steigung der Einflussfunktion
am Ort von M.

Fassen wir das als Regel: Ist Go(y, ) die Einflussfunktion fiir w(x), dann ist
die Ableitung von Gy nach y die Einflussfunktion, wenn ein Moment M = 1
itber den Trager l4uft.

Das geht durch alle Stufen durch. Ist Ga(y, ) die Einflussfunktion fiir das
Moment M (x), dann ist die Ableitung nach y die Einflussfunktion fiir M (x),
wenn ein Wandermoment M = 1 iiber den Trager lauft.
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Bild 2.15. Einflussfunktion fiir ein Moment

2.3.8 Ein Ritsel

Bei der Herleitung der Einflussfunktion fiir Biegemomente wird oft die
Spreizung des Gelenks, wie in Bild 2.15 gezeigt, mit dp = 1 angegeben, und
man ritselt, was das denn genau bedeutet. Betrigt der Winkel 45° und meint
dp =1 also den Tangens dieses Winkels?

Was eigentlich gemeint ist, sieht man in Bild 2.15 auch. Der linke Teil des
Tréagers wird um einen Winkel ¢; verdreht und der rechte um einen Winkel
¢, und zwar so, dass die Summe

dw'(z_) — dw'(z4) = tan ¢, — tan p, =1 (2.56)
gleich 1 ist, denn dann erh&lt man prompt das gewiinschte Resultat
—M -tan o + M -tan o, + P-ow=—-M -1+ P -dw =0, (2.57)

also M = P - dw.

In den Statikbiichern wird oft kein Unterschied gemacht zwischen dem
Tangens, tan ¢, und dem Winkel ¢ selbst. Wenn die Autoren ¢ schreiben,
dann meinen sie eigentlich immer den Tangens, und so auch hier

0p =@ —p, =tan ¢, —tan @, = 1. (2.58)

Um dem Leser aber einen Gefallen (7) zu tun, wird der Tangens oft als der
Drehwinkel selbst genommen, tan ¢ = ¢ + ¢3/3 + ... =~ ¢, und tritt dann
prompt mit der Dimension Rad auf, was dann leicht zu Missverstéindnissen
fithren kann, siehe Seite 112.

Dass der Tangens eine so dominante Rolle spielt, liegt daran, dass er die
WeggroBe ist, die in der ersten Greenschen Identitdt zu M konjugiert ist,
wihrend der Winkel keinen ,Partner hat und daher nicht in den Grund-
gleichungen der Statik vorkommt, die ja praktisch alle Arbeitsgleichungen
sind.
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Bild 2.16. Gelenke machen die Schnittgréien sichtbar

2.4 Statisch bestimmte Tragwerke

Die Einflussfunktionen fiir Kraftgrofien an statisch bestimmten Tragwerken
sind kinematische Ketten, weil durch den Einbau des Zwischengelenks sich
der Grad der statischen Bestimmtheit von n = 0 auf n = —1 reduziert.

Die Schritte wiederholen sich. Man baut ein M- bzw. V-Gelenk in das
Tragwerk ein, um die innere Schnittgréfle sichtbar zu machen, ,sie ans Licht
zu zwingen‘, siehe Bild 2.16. Dann zeichnet man das so modifizierte Tragwerk
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noch einmal an und bewegt es nun so, dass die beiden Kraftgrofien links und
rechts vom Gelenk in der Summe den Weg —1 gehen.

In Bild 2.17 wird so die Einflussfunktion fiir ein Moment hergeleitet.
Zunéchst wird in den Tréger ein Gelenk eingebaut, um das innere Moment
M(x) ,sichtbar‘ zu machen, zu einem &dufleren Momentenpaar zu machen.
Dann wird der so modifizierte Trager noch einmal angezeichnet, aber ohne
Belastung. Statt dessen wird er so bewegt, dass die Spreizung im Gelenk ge-
nau tan ¢; —tan ¢, = 1 betragt. Weil der Trager mit dem Gelenk kinematisch
ist, sind dazu keine Kréfte notig.

Nach dem Satz von Betti gilt

L@(wl,wg) = Wl,g — W2,1 =0. (259)

Nun ist Wy 1 = 0, weil die nicht vorhandenen Kréfte am Trager 2 keine Arbeit
auf den Wegen w1 () leisten. Die Arbeit der Kréfte am Triger 1 auf den Wegen
wa(z) ist somit ebenso null

Wi =—M tan ¢; + M tan ¢, + Pwa(z) = —M - 14+ Pwa(z) =0 (2.60)
oder
1-M = Pwsy(z), (2.61)
also ist wso(z) die Einflussfunktion fiir M (z).

Elementarregel. Schnittkrifte in statisch bestimmten Tragwerken héngen
nicht von den Steifigkeiten ab, weil die Einflussfunktionen kinematische Ket-
ten sind. Sie sind nur der Geometrie verpflichtet.

Bemerkung 2.1. Ein ,akademischer’ Beweis dieses Satzes ldsst sich wie folgt
fithren: Wenn sich ET oder E A in einem Stab dndert, dann sind die zugehori-
gen fT Gleichgewichtskriifte, siche Kapitel 5, und weil Gleichgewichtskriifte
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Bild 2.18. Regeln fiir die Polplankonstruktion

orthogonal sind zu allen Starrkérperbewegungen, also allen kinematischen
Ketten (den Einflussfunktionen fiir N, M, V), édndern sich die Schnittkriifte
nicht.

2.4.1 Polplidne

Bei der Konstruktion der Verschiebungsfiguren, die durch das Spreizen der
Gelenke entstehen, hilft die Kenntnis der Drehpole der einzelnen Scheiben.
Als Scheiben bezeichnet man einzelne Stibe und Balken, oder biegesteife Ver-
bindungen und unverschiebliche Konstruktionen aus diesen.

Hierzu muss man jedoch anmerken, dass diese lediglich Représentanten
der entsprechenden Scheiben sind. Scheiben sind vielmehr unendlich grofie
Mengen von Punkten, deren Verdrehung um den zugehorigen Hauptpol so
erfolgt, dass sie sich dabei auf den Tangenten an die Drehkreise bewegen.

Die Regeln fiir die Konstruktion der Polplidne lauten, siche Bild 2.18:

1. Jedes feste Gelenklager ist Hauptpol der angeschlossenen Scheibe.
2. Jedes Biegemomentengelenk bildet den Nebenpol der von diesem verbun-
denen Scheiben.
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v=1I-tan p =1/e

1
E:tancp v=d-tan o =d/h

Bild 2.19. EF fiir N bei vert. Wanderlast im geraden und im schridgen Stab. Das
Normalkraftgelenk wird um Eins gespreizt und alle Bewegungen werden als Bewe-
gungen auf der Tangente an den Drehkreis gedacht.

3. Die Senkrechte zur Bewegungsrichtung eines verschieblichen Gelenklagers
bildet den geometrischen Ort des Hauptpols der angeschlossenen Scheibe.

4. Der Nebenpol zweier, durch einen verschieblichen Anschluss (Normalkraft-
oder Querkraftgelenk) verbundenen Scheiben liegt auf jeder Senkrechten
zur Bewegungsrichtung im Unendlichen.

5. Die Hauptpole zweier Scheiben und ihr gemeinsamer Nebenpol liegen auf
einer Geraden: (i) — (4,5) — (4), z.B.: (1) — (1,2) — (2).

6. Die Nebenpole (i,7), (j, k), (¢, k) dreier Scheiben I, J, K liegen auf einer
Geraden: (4,7) — (4,k) — (i, k), z.B.: (1,3) — (1,4) — (3,4).

2.4.2 Konstruktion von Polpldnen und Verschiebungsfiguren

Am einfachsten beginnt man mit den festen Gelenklagern, denn diese sind,
siehe Regel 1, der Hauptpol der angeschlossenen Scheibe. Momentengelenke
bilden den Nebenpol der angeschlossenen Scheiben, siehe Regel 2.
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Alle iibrigen Pole bestimmt man nun mit Hilfe sogenannter Ortslinien.
Unter einer Ortslinie versteht man die Gerade, auf der sich geméfl den Regeln
3 bis 7 der Pol befinden muss.

e Der Schnittpunkt zweier Ortslinien fiir ein und denselben Pol ist der exakte
geometrische Ort des Pols.

e Laufen verschiedene Ortslinien fiir ein und denselben Pol parallel, so liegt
dieser als Schnittpunkt aller dieser Linien im Unendlichen.

e Liegt der Hauptpol einer Scheibe im Unendlichen bedeutet dies, dass sich
die Scheibe nur parallel verschieben kann, ihre Verdrehung ist null.

e Liegt der Nebenpol zweier Scheiben im Unendlichen bedeutet dies, dass
sich beide Scheiben um ihre jeweiligen Hauptpole um exakt denselben
Winkel verdrehen. Also sind zum Beispiel Stéibe dieser beiden Scheiben,
die vor der Verdrehung parallel zueinander waren, es auch danach.

Mit diesen Regeln kann man die Verformungsfigur bestimmen, die durch
das ,normierte’ Spreizen des M-, V- oder N-Gelenks entstehen, siche Bild
2.19. Normiert meint, dass das Gelenk so gespreizt wird, dass am Gelenk
negative Arbeit auf einem Weg von 1 m geleistet wird. Der Teil der Verfor-
mungsfigur, der in Richtung der Wanderlast fallt, ist dann die gesuchte Ein-
flusslinie. Wir sagen dazu auch, dass die Einflussfunktion die ,Projektion*
der Verformungsfigur in Richtung der Wanderlast ist.

2.4.3 Berechnung der Verdrehungen

An verschiedenen Stellen benétigt man ferner die Stabdrehwinkel von
kinematischen Ketten und ihre Abhéngigkeiten untereinander. Diese Aufga-
be ist sehr leicht und elegant zu lésen, wenn man sich den Zusammenhang
zwischen der Verdrehung zweier Scheiben (7) und (k), die iiber den Nebenpol
(i, k) miteinander verbunden sind, klar macht. Das Vorgehen wollen wir an
Bild 2.20 b illustrieren.

Die Verdrehung ¢; des Stabes ¢ (bzw. der Scheibe (7)) ist gegeben und die
Verdrehung Stabes k in Abhéngigkeit von ; ist gesucht.

Es bezeichne z; den horizontalen Abstand des Hauptpols (¢) vom Nebenpol
(i,k) bzw. zj den horizontalen Abstand des Hauptpols (k) vom Nebenpol
(i, k). Entsprechend bezeichnen y; und gy, die vertikalen Abstéinde und I; und
I, die Abstéinde der Hauptpole (¢) bzw. (k) vom zugehérigen Nebenpol (i, k).

Damit gilt

tangoz-:ﬁ tan g = il

ua 2.62
L I, (2.62)

also

l; - tan ¢; = I, - tan @y (2.63)
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Bild 2.20. Verschiebungsberechnungen, a) Berechnung der Verschiebungen u und
v einer Kraft, b) Berechnung der Verdrehungen zweier Scheiben zueinander
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®
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Bild 2.21. Berechnung der Verschiebungen der Scheiben bzw. Stédbe 2 und 3 bei

vorgegebener Verdrehung von Scheibe 1, OL = Ortslinie

Die Hauptpole der beiden Scheiben und ihr gemeinsamer Nebenpol liegen —
wie immer — auf einer Geraden, die hier unter dem Winkel « geneigt ist, und

daher gilt
sin o = i _ Uk
Ll
oder aufgelost nach den Lingen
l. = 'yz lk _ .yk
sin « sin «

und mit (2.63) folgt also

yi - tan @; = yi - tan pg

Ebenso ergibt sich aus
.y
cos = —=—

das Ergebnis

x; - tan @; = 1 - tan @y,

(2.64)

(2.65)

(2.66)

(2.67)

(2.68)

An einem System aus drei Scheiben, siche Bild 2.21, wollen wir die Anwen-
dung dieser Beziehungen erldutern. Gegeben ist der Winkel ¢; mit dem Wert
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tanp; = 1/3. Gesucht sind die anderen beiden Drehwinkel o und ¢3. Die
Verdrehung der Scheibe 2 und damit des Stabes 2 ergibt sich iiber (2.68) zu

xp-tang;  3-1/3
tan g = - = 1 =
2

1. (2.69)

Die Verdrehung der Scheibe 3 erhiilt man nun z.B. aus (2.66)

-t 2-1
tan g = Yo AR — = 1 (2.70)

Y3
oder mit (2.68) iiber die Verdrehung der Scheibe 1

Zy-tanp; 9-1/3
tan 3 = = = 3 =
3

1. (2.71)

Damit ergibt sich insgesamt fiir die Verdrehungen der Scheiben in Abhéingig-
keit von der Verdrehung der Scheibe 1 das Resultat

tan g 1
tangy | = | 3| -tanes . (2.72)
tan 3 3

2.4.4 Berechnung der Verschiebung eines Punktes

Die Arbeit, die eine Last P auf der zugehorigen Verschiebung v leistet, ist
P - v, siehe Bild 2.20 a. Deshalb ist es hdufig notwendig den Anteil v von § P
zu ermitteln, der in Richtung der Last fillt. Das ist jedoch einfach, denn weil
sich der Stab um seinen Hauptpol dreht, besteht zwischen der Auslenkung § P
in senkrechter Richtung zum Stab und den iibrigen Gréflen die Beziehung

— =+ 2.73
=T (2.73)
woraus schon das Ergebnis folgt
oP
vzxp-l—:xp'tango. (2.74)
P

Analog lédsst sich auch die horizontale Verschiebung ermitteln, denn man
erhélt sofort

u=1y,- tan ¢. (2.75)

2.4.5 Einflussfunktion fiir eine Querkraft, Bild 2.22

Im Bild 2.22 ist die Einflusslinie fiir die Querkraft in dem rechten, schréig
verlaufenden Stab gesucht. Bei der Konstruktion des Polplans ist zu beachten,
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‘ 2m ‘ 3m ‘ 2m ‘ 2 m ‘

Bild 2.22. Vertikale Wanderlast und Einflussfunktion fiir eine Querkraft,
(1),(2), (3) sind die Hauptpole der Scheiben 1, 2 und 3 und (1,2),(2,3) sind die
Nebenpole von Scheibe 1 und 2 bzw. Scheibe 2 und 3

dass die Ortslinie des Nebenpols (2,3) auf jeder Senkrechten zur Bewegungs-
richtung des Querkraftgelenkes im Unendlichen liegt, also auch auf derjenigen
durch den Hauptpol (3). Diese Gerade durch den Hauptpol (3) ist gleichzeitig
Ortslinie fiir den Hauptpol (2), genauso wie die Verbindungsgerade von (1)
und (1,2). In dem Schnittpunkt der beiden Ortslinien liegt der Hauptpol (2).

Zur Generierung der Einflusslinie wird zwischen den beiden Ufern des Quer-
kraftgelenkes eine Spreizung von Eins erzeugt. Vertikal, also in Lastrichtung,
bedeutet dies in der Projektion eine relative Verschiebung der Scheiben zu-
einander im Gelenk und auch iiber den Hauptpolen von 0.8 m.

Die relative Verschiebung iiber den Hauptpolen lésst sich zur Konstruktion
der Bewegung der Scheiben in der Projektion nutzen, da wegen der Unver-
schieblichkeit der Hauptpole die Verschiebung der Scheibe 2 iiber dem Haupt-
pol (3) betragsméBig 0.8 m ist und umgekehrt die Verschiebung der Scheibe
3 iiber dem Hauptpol (2) betragsmiflig ebenso 0.8 m.

Die vertikalen Anteile der Bewegungen des Lastgurtes bilden die gesuchte
Einflusslinie.
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Bild 2.23. Einflussfunktion fiir eine Normalkraft bei vertikaler Wanderlast

2.4.6 Einflussfunktion fiir eine Normalkraft, Bild 2.23

In Bild 2.23 ist die Einflusslinie fiir die Normalkraft in dem schrig verlau-
fenden Stab gesucht. Bei der Konstruktion des Polplanes ist zu beachten, dass
die Ortslinie des Nebenpols (2,3) auf jeder Senkrechten zur Bewegungsrich-
tung des Normalkraftgelenkes im Unendlichen liegt, also auch auf derjenigen
durch den Hauptpol (3). Diese Gerade durch den Hauptpol (3) ist auch Orts-
linie fiir den Hauptpol (2) genauso wie die Verbindungsgerade von (1) und
(1,2). Beide Ortslinien liefern in ihrem Schnittpunkt den Hauptpol (2).

Zur Konstruktion der Einflusslinie wird im Normalkraftgelenk eine Sprei-
zung von Eins erzeugt. Vertikal, also in Lastrichtung, bedeutet dies in der
Projektion eine relative Verschiebung der Scheiben zueinander im Gelenk und
auch iiber den Hauptpolen von 0.5-+/2 m. Die relative Verschiebung iiber den
Hauptpolen l&sst sich zur Konstruktion der Scheiben in der Projektion nut-
zen, da hier wegen der Unverschieblichkeit der Hauptpole die Verschiebung
der Scheibe 2 iiber dem Hauptpol (3) 0.5 - /2 m betrigt und umgekehrt die
Verschiebung der Scheibe 3 iiber dem Hauptpol (2) absolut genommen 0.5-+/2
m betrigt.

Die vertikalen Anteile der Bewegungen des Lastgurtes bilden wieder die
gesuchte Einflusslinie.
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b
Bild 2.24. Einflussfunktion fiir ein Moment bei vertikaler Wanderlast

2.4.7 Einflussfunktion fiir ein Moment, Bild 2.24

In Bild 2.24 ist die Einflusslinie fiir das Biegemoment im Punkt ¢ gesucht,
und so wird an der Stelle i zunéichst ein Momentengelenk eingefiigt. Das vor-
mals statisch bestimmte System ist nun verschieblich. Die normierte Verschie-
bungsfigur ergibt sich dann iiber die Bedingung tan ¢, + tan ¢; = 1. Diese ist
genau dann erfiillt, wenn die vertikale Verschiebung im Aufpunkt ¢ den Wert

T - To o 3-4 _g
T+ 344 7

n= (2.76)
hat.

Zum Schluss muss man noch die Verschiebungsfigur in die Lastrichtung
projizieren. Die Verdrehungen der drei Scheiben in der Projektion stimmen
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Bild 2.25. Einflussfunktion fiir ein Moment bei vertikaler Wanderlast

mit den Verdrehungen in der Verschiebungsfigur iiberein. In den Hauptpolen
ist die Verschiebung null und somit auch in der Projektion. Unter Beachtung
dieser Zusammenhinge ist es im Allgemeinen moglich, sofort die Projektion
des Lastgurtes in der Verschiebungsfigur zu zeichnen, ohne vorher die kom-
plette Verschiebungsfigur am verschieblichen System zu bestimmen.
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Bild 2.26. Einflussfunktion fiir eine Querkraft bei vertikaler Wanderlast
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2.4.8 Einflussfunktion fiir ein Moment, Bild 2.25

In Bild 2.25 ist ebenfalls die Einflusslinie fiir ein Biegemoment in einem
Punkt ¢ gesucht. An der Stelle ¢ wird zunéichst wieder ein Momentengelenk
eingefiigt, wodurch das ehemals statisch bestimmte System verschieblich wird.
Im Unterschied zum Beispiel in Bild 2.24 liegen beide Hauptpole der im Gelenk
i, dem Nebenpol, miteinander verbundenen Scheiben, auf der rechten Seite des
Gelenkes.

Die normierte Verschiebungsfigur ergibt sich nun iiber die Bedingung
tan ¢4 — tan po = 1. Diese ist erfiillt, wenn die relative Verdrehung zwischen
den beiden Scheiben 2 und 4 gleich eins ist, was genau dann der Fall ist, wenn
die vertikale Verschiebung im Aufpunkt i den Wert

T2 - Xy 3-1 3

_ Tor®a _° 2.77
N 2. 3-1 2 (2.77)

hat.

2.4.9 Einflussfunktion fiir eine Querkraft, Bild 2.26

In Bild 2.26 ist die Einflusslinie fiir die Querkraft im Punkt ¢ gesucht und
so wird an der Stelle ¢ zunéchst ein Querkraftgelenk eingefiigt. Analog zum
Beispiel in Bild 2.25 liegen beide Hauptpole der in diesem Gelenk verbundenen
Scheiben rechts vom Aufpunkt i.

Zur Konstruktion der Einflusslinie wird zwischen den beiden Ufern des
Querkraftgelenkes eine Spreizung von Eins erzeugt. Negative Arbeit wird
dann geleistet, wenn sich die Scheibe 2 bzw. die Scheibe 3 im Uhrzeiger-
sinn bzw. entgegen dem Uhrzeigersinn um die zugehorigen Hauptpole drehen.
Diese Drehrichtung findet man so auch in der Projektion wieder.

Vertikal, also in Lastrichtung, findet man in der Projektion eine relative
Verschiebung der Scheiben zueinander im Gelenk und auch iiber den Haupt-
polen von 1 m. Die relative Verschiebung iiber den Hauptpolen lisst sich
zur Konstruktion der Scheiben in der Projektion nutzen, da hier wegen der
Unverschieblichkeit der Hauptpole die Verschiebung der Scheibe 2 iiber dem
Hauptpol (3) absolut 1 m ist und umgekehrt. Die Teile des Lastgurtes auf den
Projektionen der Scheiben gehéren zur gesuchten Einflusslinie.

2.4.10 Einflussfunktion fiir zwei Lagerkrifte, Bild 2.27

In Bild 2.27 sind die Einflusslinien fiir die Auflagerkrifte in A und B ge-
sucht. Nach dem Losen der jeweiligen Fessel wird, da die Auflagerkrifte genau
in Belastungs- und Projektionsrichtung liegen, der Punkt A und B um den
Wert 1 entgegengesetzt zur positiven Richtung der Auflagerkraft, also nach
unten, verschoben (negative Arbeit!).

Die Einflusslinie fiir die Auflagerkraft A lidsst sich sofort ablesen, da der
abgesenkte Punkt der Scheibe 1 zum Lastgurt und damit zur Einflusslinie
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Bild 2.27. Einflussfunktionen fiir zwei Lagerkrifte
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Drehkreis
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Bild 2.28. Spreizung der Bogenmitte um 1 Meter, eine fiir die Baustatik zentrale
Figur, die zudem verdeutlicht, wie eng Statik und Kinematik zusammenh#ngen

gehort. Im Fall der Einflussfunktion fiir die Auflagerkraft in B gehort dieser
abgesenkte Punkt jedoch zu den Scheiben 3 und 4, deren Hauptpole im Unend-
lichen liegen. Damit verschieben sich diese beiden Scheiben parallel ebenfalls
um eins nach unten.

Auf diesen beiden Scheiben findet man nun die Bilder der zu den Scheiben
1 bzw. 2 gehorenden Nebenpole (1,3) bzw. (2,4). Die Verbindung von (1) mit
(1,3) und von (2) mit (2,4) in der Projektion liefert uns die zum Lastgurt
gehorenden Scheiben 1 und 2 und damit die Einflusslinie.

2.4.11 Kidmpferdruck am Bogen, Bild 2.28

Der Kampferdruck H eines Bogens, siehe Bild 2.28,

n=" (2.78)
f
ist gleich dem Feldmoment M am gleichlangen Einfeldtriager dividiert durch
den Stich f. Die richtige Balance zwischen H und f zu finden ist das Kern-
problem bei der Konstruktion von Héngebriicken.

Eigentlich ist ein gelenkig gelagerter Bogen einfach statisch unbestimmt.
Wenn aber die Belastung symmetrisch ist, dann ist im Scheitel des Bogens,
die Querkraft null und man kann daher dort ein Querkraftgelenk einbauen
und den Bogen so statisch bestimmt machen.

In Bild 2.28 wird die Normalkraft N = H im Zenith des Bogens durch den
Einbau eines N-Gelenks ,sichtbar* gemacht. Bei einer Spreizung der Bogen-
mitte um einen Meter dreht sich die linke Seite des Bogens um den Pol 1 und
alle Punkte, die dieselbe Hohe f iiber dem Pol haben, schwenken um 0.5 m
nach links, wie der Punkt A in Bild 2.28. Daran kann man tan ¢ = 0.5/ f
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Bild 2.29. Einflussfunktionen am Kragtrager und abgewinkelter Zweifeldtriger

ablesen und alle anderen Punkte, die in der Horizontalen den Abstand ¢/2
vom Drehpol haben, schwenken um v = ¢/2 - tan ¢ nach oben und somit ist
H=P-v=P-l/(4- f) = M/f. Bei einer Gleichlast p gilt

02 2
p-l M
H:2~p/ T - tan o dr = =—. 2.79
i ¢ S 77 (2.79)

2.5 Kragtrager

Zum Schluss noch eine Bemerkung zu den Kragtriagern oder allgemeiner zu
angehéngten Tragwerksteilen. Warum bewegt sich immer nur die rechte Seite,
das freie Ende, aber nicht der linke Teil, wenn man die Spreizung Aw = 1
bzw. tan ¢, = —1 auslost, siehe Bild 2.29.

Wollte man auch Bewegung in dem linken Teil sehen, dann miissten in der
Schnittfuge gegengleiche Krifte wirken, aber dann kéme der rechte Teil ins
,Trudeln‘, weil er nicht gelagert ist. Es geht also nur so, dass die Bewegung
allein in dem rechten Teil stattfindet und zwar kréftefrei. Sobald eine Seite
kinematisch ist, bewegt sich die andere Seite nicht.

Im Fall des abgeknickten Zweifeldtrager auf ,Kugellagern® in Bild 2.29 ¢
konnen die Lager keine Torsionsmomente aufnehmen und so weicht der rechte
Teil aus, dreht sich, wenn man das Momentengelenk (EF fiir M links vom
mittleren Lager) spreizen will, Bild 2.29 d, d.h. im ersten Feld kommt keine
Bewegung an, die EF ist dort null. Dasselbe gilt umgekehrt fiir das Moment
rechts vom mittleren Lager. Der Zweifeldtriager triagt wie eine Kette von zwei
Einfeldtriagern. Das Stiitzmoment ist immer null, [294] S. 145. Wenn die Triiger
einen Winkel von 90° bilden, ist es evident, aber es gilt auch fiir jeden Winkel
# 180° dazwischen.
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Bild 2.30. Gelenke machen die Schnittgrofien sichtbar

2.6 Statisch unbestimmte Tragwerke

Wenn das Tragwerk statisch unbestimmt ist, dann sind Kréfte notig, um
die beiden Gelenkhélften zu spreizen, aber auch dann ist W5 ; = 0 und der
Satz von Betti reduziert sich wie oben auf

% (’U)l,’wg) = WLQ =0. (280)

Betrachten wir den Balken in Bild 2.30. Um die Einflussfunktion fiir das Bie-
gemoment in Feldmitte zu erzeugen, wird ein Momentengelenk eingebaut und
die beiden Hélften so gegeneinander verdreht, dass sich eine Spreizung

w'(z_) —w'(zy) = tan ¢, — tan ¢, =1 (2.81)
einstellt. Dann integriert man von 0 bis  und von x bis zum Tragerende [
@(G%w) = @(Gg,w)(o’x) + L@(Gg,w)(gﬁ)l) =0+0. (2.82)

Die Randarbeiten an den Triigerenden sind null und an der Ubergangsstelle,
im Aufpunkt x, heben sich alle Randarbeiten weg, bis auf den Term

M (z) Gy(x_) — M(z) Gy(zy) = M(x) - (tan ¢; — tan ¢,.), (2.83)

von links von rechts

und somit ergibt sich in der Summe
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Bild 2.31. Einflussfunktion fiir das Moment in einem Unterzug (SOFiSTiK)

D (Gy,w) = M(x) - (tan ¢ — tan ,) — [ Ga(y,z)p(y)dy =0 (2.84)
0

=1

oder

M@=AGMwmw@. (2.85)

Um die Spreizung zu erzeugen, miissen an dem rechten Tréger links und rechts
von dem Gelenk zwei gegengleiche Momente +X wirken. In der Praxis macht
man das bekanntlich so, dass man zunéchst ein Momentenpaar +X = 1 auf-
bringt, die Relativverdrehung berechnet und dann das X so normiert, dass
sich die gewiinschte Spreizung von eins einstellt.

Das ergibt die folgende Bilanz. Die Arbeit der dufleren Krifte am Original
auf den Wegen G(y, z) aus der Spreizung ist

1
Wia= [ Galya)ply)dy~ M@) (tan o —tan ), (236)
0
aber die Arbeit der Kréifte rechts auf den Wegen links ist null
Wor1=-X v'(2)+ X v'(x)=(-X+X)w'(z)=0, (2.87)

was immer so ist. Die Kréifte X, hier die Momente, die das Gelenk spreizen,
sind gegengleich und weil die zu den beiden +X konjugierte Weggriofle des
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Bild 2.32. Einflussfunktion fiir die Normalkraft in einer Stiitze (SOFiSTiK)

Originals im Aufpunkt stetig ist (w’(z) springt nicht bei diesem Beispiel), ist
die Arbeit der Kréfte +X in der Summe null.

Sinngem#fl wird so auch die Einflussfunktion fiir das Stiitzmoment in dem
Unterzug in Bild 2.31 berechnet.

Bei der Berechnung von Einflussfunktionen fiir Kraftgrofien reduziert sich
der Satz von Betti auf die Gleichung

Wia=0. (2.88)

2.7 Einflussfunktionen fiir Lagerkrifte

Lagerkrifte konnen, wie andere Schnittkrifte auch, durch den Einbau eines
entsprechenden Gelenks sichtbar gemacht werden. Die Einflussfunktion ent-
steht dann wie gewohnt durch die Spreizung des Lagers. Wenn der Boden
starr ist, dann kann sich nur eine Seite des Lagers bewegen, die somit allein
den vollen Weg gehen muss. d.h. die 1 geht in voller Hohe in das Tragwerk,
wie etwa in Bild 2.32.

Wenn der Boden elastisch ist, Steifigkeit kg, dann muss man durch eine
lokale Analyse untersuchen, wieviel von der 1 der Boden beitrigt und wieviel
das Tragwerk.
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Feder kann den Balken kaum nach unten ziehen
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Bild 2.33. Eine weiche Feder fangt viel von der Fusspunktsbewegung auf, wahrend
eine harte Feder fast die ganze Bewegung an den Tréger weitergibt und somit die
Einflussfunktion fiir die Lagerkraft weiter ausschligt als bei einer weichen Feder

X1:1

EF-M

X1 - 1
: ® 4 : \*0*' 4
k‘P
Pl g Pr
011 = tan p; — tan ¢,

c d

Bild 2.34. Einflussfunktion fiir eine elastische Einspannung
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Bild 2.35. Einflussfunktionen fiir Querkrifte, a) V;, b) V;. und c) die Lagerkraft
B=V,. -V,

Die Steifigkeit kg der Struktur ermittelt man, indem man die Verbindung
des Tragwerks mit dem Boden 16st, und mit einer Kraft X = 1 gegen das
Tragwerk driickt. Der Kehrwert der Verformung ist kg. Die Steifigkeit der
parallel geschalteten Federn betrigt dann k = kg + kp.

Ein verwandtes Problem stellen nachgiebige Stiitzen (= Federn) dar,
siehe Bild 2.33. Aus der Sicht des als starr angenommenen Baugrunds sind
Tragwerk und Stiitze zwei hintereinander geschaltete Federn

1o ks

_ Bskp 2.89
E ks ke ks + kg (2.89)

Wenn die Feder sehr weich ist, dann wird der Weg 1, den der (vom Boden
geloste) Fusspunkt der Feder geht, zu einem groflen Teil von der Feder ver-
schluckt und der Tréger spiirt wenig von der Spreizung, d.h. die Einflussfunk-
tion verlauft sehr flach in dem Tréger. Umgekehrt, wenn die Feder sehr hart
ist, dann teilt sich der Weg 1 am Fuss der Feder dem Tréger deutlich mit,
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Bild 2.36. Wie die Einflussfunktion fiir die Querkraft iiber den Tréger wandert und
dabei im Grunde immer gleich bleibt, [119], (BE-FRAMES).

d.h. die Feder nimmt relativ viel Last auf, weil die Einflussfunktion jetzt weit
ausschwingt.

Bei einer elastischen Einspannung wie einer Drehfeder, siehe Bild 2.34,
betragt der Zusammenhang zwischen Drehwinkel ¢ und dem Moment M

M =k, tan ¢. (2.90)

Ist kg die Drehfedersteifigkeit der Struktur (S), dann betrédgt die Drehfeder-
steifigkeit der parallel geschalteten Federn

b=k +ky. (2.91)
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Bild 2.37. Wie die Einflussfunktion fiir das Biegemoment iiber den Tréager wandert
und dabei im Grunde immer gleich bleibt, [119], (BE-FRAMES).
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Bild 2.38. Durchlauftriager unter Gleichlast, a) die Einflussfunktion fiir die Lager-
kraft, b) die Nullstellen der Querkraft, ¢) Momentenverlauf (BE-FRAMES)

2.8 Spriinge in Schnittgroflien

Momente M oder Querkrifte V' kénnen springen. Es gibt daher keinen Sinn
einen Aufpunkt genau in einen solchen Sprung, wie das Zwischenlager eines
Balkens, zu legen, siehe Bild 2.35. Man kann nur eine Einflussfunktion fiir
die linke Querkraft aufstellen und separat eine fiir die rechte Querkraft. Die
Einflussfunktion fiir den Sprung V,. — V} ist identisch mit der Einflussfunktion
fiir die Lagerkraft, die sich ja aus beiden Teilen zusammensetzt.

Im Angriffspunkt einer Einzelkraft P = 1 springt die Querkraft um eins
und deswegen weisen Einflussfunktionen den typischen Sprung auf, siehe Bild
2.36. Rechnerisch kommt er durch die Spreizung des Querkraftgelenks in das
System hinein.

Die Einflussfunktionen fiir Schnittmomente sind immer stetig, springen
nicht, weil unter vertikalen Wanderlasten die Momente nicht springen, sie-
he Bild 2.37. Wollte man Spriinge sehen, dann miisste man die Ableitung
dGy/dy der Einflussfunktion antragen. Das wire dann die Einflussfunktion
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fiir das Schnittmoment, wenn ein Wandermoment M = 1 iiber den Triger
lauft.

Wegen
BH5AY) -1 — —05Ay)-1
dGs _ . Ga(z,y+0.54y) Ga(z,y — 0.5 Ay) (2.92)
dy  Ay—o0 Ay

dreht ein positives Wandermoment im Uhrzeigersinn, denn die Kraft P =
1/Ay rechts vom Punkt y zeigt nach unten und die Kraft links davon zeigt
nach oben. Dieses Kréftepaar +1/Ay ist ja dem Wandermoment dquivalent.

2.9 Die Nullstellen der Querkraft

Praktiker schétzen die Grofle einer Lagerkraft iiber das Querkraftdiagramm
ab. Je weiter die Nullstellen der Querkraft auseinander liegen, um so groéfier
ist die Lagerkraft, sieche Bild 2.38.

Diese Abschétzung beruht auf der Formel V'(x) = —p(z). Links vom Lager
(Koordinate z;) gilt

/ V(@) dz =V — V(z,) = Vi (2.93)
und rechts vom Lager

/ Y Vi) de = Vi) — Ve = —V, (2.94)

s

und somit betrégt die Lagerkraft

Ts

p(z)de = /xb p(z)dz. (2.95)

a a

@
R:VT—Vl:/ p(m)dm—i—/
T T

In allen Lastféllen p = ¢ (konstante Streckenlast) ist bei einem Durchlauf-
trager die Lage und der Abstand der Nullpunkte gleich und der Abstand ist
gleich der Fliche der Einflussfunktion

l
R:/ G(y,xs) - cdy = (zp — x4) - C. (2.96)
0
Ahnliches gilt fiir das Stiitzmoment M = M; = M,.. Aus M'(z) = V(z) folgt
T Zp
M:Ml:/ Vde M:MT:—/ Vdz, (2.97)

wenn jetzt x, und xp die Nullstellen im M-Verlauf bezeichnen, siehe Bild 2.38
c. Das Stiitzmoment ist also gleich dem Fliacheninhalt von V' auf der linken
Seite bzw. von —V auf der rechten Seite.
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a EF-M

b EF-M NS

Vierendeel

c EF-N

Fachwerk
Bild 2.39. EF-M (z). Die Momente in dem Vierendeeltréiger &ndern sich nur wenig
mit der Stellung der Last. Ganz &hnlich die EF-N fiir einen Vertikalstab in einem
auskragenden Fachwerktriger mit biegesteifen Knoten

2.10 Kernpunktmomente

In die Biegespannungen eines Tragers mit dem oberen und unteren Wider-
standsmoment W, und W,

N M
o= Zim < ORd = Ozul (2.98)

gehen die Normalkrifte N und die Biegemomente M ein. Dieser Ausdruck ist
dquivalent mit

= o g M] = imko (2.99)

wobei
Miogu =N kouxtM EF—Myo gy = EF—N - ky, £ EF—M (2.100)

die Kernpunktsmomente sind, wenn k, ,, = W, ,/A die Kernabsténde oben
und unten sind, [248].

Diese zweite Formulierung ist besser handhabbar, weil die beiden Einfluss-
funktionen fiir NV und M, sowieso parallel laufen — &ndert sich NV, dann &ndert
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sich auch M — und die Kernpunktmomente nur noch durch W, ,, dividiert wer-
den miissen.

2.11 Vierendeel als Kragtrager

Die Option Green’s function anywhere in dem Programm BE-FRAMES
erlaubt es, mit den Tragwerken zu spielen und dabei zeigte es sich, dass die
Einflussfunktionen fiir die Kragarmmomente in Vierendeel-Trégern, siche Bild
2.39, nahezu konstant verlaufen. Egal wo die Laufkatze steht, das Moment
dndert sich kaum. Auch die Hohe der Momente selbst — im Bild die vertikale
Auslenkung der EF — variiert nur wenig, wenn man den Aufpunkt ins néchste
Gefach verschiebt.

2.12 Dirac Deltas

All diese Ergebnisse, die wir oben doch relativ mithsam durch Aufspalten
des Integrationsbereichs in zwei Teile und dem genauen Verfolgen der einzel-
nen Terme hergeleitet haben, kann man mit dem Dirac Delta viel schneller
hinschreiben.

Das Dirac Delta ist (mathematisch) eine Linienlast [N/m], die in allen
Punkten y auler dem Aufpunkt x null ist

doly—x)=0 yF£ T, (2.101)

und die bei einer virtuellen Verriickung w die Arbeit 1 - w(x) leistet

/50 — ) w(y)dy = [N/m][m] [m] = 1-w(z) ze(0,0). (2.102)

Der Ingenieur interpretiert das Dirac Delta natiirlich als Einzelkraft.
Die Biegelinie, die zu der Einzelkraft gehort, ist die Losung der Differen-
tialgleichung

4

d 7 G()(y7 ) = 5()(y — .L) (2103)

und mit dieser Definition und aufgrund der obigen Eigenschaften des Dirac
Deltas ergibt sich die Einflussfunktion fiir w(z) sozusagen automatisch

l
DB (Go,w / oy — ) w(y) dy — / Goly, ) py) dy

Die Einflussfunktionen fiir die zweite Weggrofie, w'(z), und die beiden Kraft-
grofen, M (x) und V(z), ergeben sich analog durch Einfiihrung weiterer Dirac
Deltas
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Bild 2.40. In der obersten Reihe sind die vier Einflussfunktionen eines Balkens
fir a) w, b) w’, ¢) M und d) V, jeweils in der Balkenmitte, dargestellt. In der
zweiten Reihe sieht man die Einflussfunktionen fiir einen Stab, €) u, f) N. Die
Einflussfunktionen integrieren, +, bzw. differenzieren, —, die Belastung

do(y — x) Kraft P =1 01(y —x) Moment M =1
da(y — x) Knick Aw’ =1 d5(y — x) Versatz Aw =1

mit entsprechenden Eigenschaften, siehe Bild 2.40,
l l
/ do(y — z) w(y) dy = w(z) / o1y —2)w(y)dy = w'(z) (2.105a)
0 0

l l
[ elu-ouwar =@ [ sy a)u@)dy=V(). (210)
0 0

Die Dirac Deltas sind sozusagen die Akteure, die aus der Biegelinie w die
interessierende Grofle herauspréparieren.

Das Operieren mit Dirac Deltas ist ein sehr eleganter Kalkiil mit dem man
sehr einfach die vielen Schritte, die zur Herleitung einer Einflussfunktion notig
sind, wie die Zweiteilung des Intervalls, die genaue Verfolgung des Sprungs in
der Querkraft etc., umgehen kann, aber auf der anderen Seite darf man nicht
vergessen, dass man nur auf diesem analytischen Weg

P (Go,w) = P (GE w) 0.0y + P (GE,w) ory =0+0 (2.106)

die Ergebnisse wirklich herleiten kann. Wenn man danach weifl, was heraus-
kommt, kann man die Abkiirzung nehmen, aber vorher muss man wissen, was
eigentlich herauskommt...
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oW, =5-0u—10-05-0u=0

b

Bild 2.41. a) Gleichgewicht der Krifte am Stab, ut tenso sic vis, b) Gleichheit der
Arbeiten beim Flaschenzug

Und noch eine Anmerkung: Die Punktwerte w(x) etc. entspringen gar nicht
dem Gebietsintegral, wie es das Dirac Delta glauben machen will, sondern es
ist die Differenz zweier Randarbeiten, (Querkraftsprung), die den Punkt-
wert w(x) liefert

(Vo' () = Vg (@) w(z) =1 w(z). (2.107)
=1
Das ist auch bei 2-D und 3-D Problemen so. Dann sind die Punktwerte die
Grenzwerte von Randintegralen lings der kreisférmigen Offnung, die den
Aufpunkt umgibt, und die sich dann zu einem Punkt zusammenschniirt.
Die fiir die FEM wichtigste Eigenschaft von Dirac Deltas ist, dass man sie
integrieren kann. Genauer gesagt, dass man feste Regeln dafiir hat, was

l
/O 6(y — ) pi(y) dy (2.108)

bedeuten soll, denn so kann man die Dirac Deltas nahtlos in die Methode der
finiten Elemente einfiigen, kann man jedem Dirac Delta dquivalente Kno-
tenkrifte zuordnen
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Bild 2.42. Schaukel

-/ oy — ) eulw) dy = o) (2.1092)
fi= | 51y — ) euly) dy = o) (2.109b)
= oy — ) i) dy = M) (@) (2.100¢)

-/ sy — ) i) dy = V(o) 2). (2.100d)

Hier bezeichnet M (¢;)(x) das Moment der Ansatzfunktion ¢; im Aufpunkt =
und V (¢;)(z) ist die Querkraft von ; im Aufpunkt z.

2.13 Dirac Energie

Das Geheimnis eines Flaschenzuges ist, dass die Kraft, die am Seilende
zieht, und das Gewicht dieselbe Arbeit verrichten, siehe Bild 2.41. Auch Ein-
flussfunktionen driicken eine solche Balance aus, eine Energiebalance. Die
Arbeit, die eine Einzelkraft P = 1 auf dem Weg w(z) leistet

/ Goly, =) ply) dy, (2.110)

ist gleich der Arbeit, die die verteilte Belastung p auf dem Weg Go(y, x), der
Durchbiegung des Balkens unter der Einzelkraft, leistet.

Der Faktor 1 ist wesentlich, weil ohne diesen Faktor die Dimensionen nicht
iibereinstimmen

[Nm] =1-u(z / Go(y,z) p(y) dy = [m:N/m-m] . (2.111)
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Das FErgebnis einer Einflussfunktion ist daher eine Emnergie, ein Energie-
Quantum, das wir Dirac Energie nennen.

Die Dirac Energie ist die Arbeit, die die Belastung auf dem Wege der Ein-
flussfunktion leistet.

Am besten sieht man das bei einer Schaukel wie in Bild 2.42, wo die Arbeit
der beiden Gewichte bei jeder Drehung ¢ der Schaukel null ist,

Pyu; — P.u, = P, tanph; — P. tangph, = (P h;— P, h,) tanp =0,
(2.112)

weil die beiden Krifte dem Hebelgesetz gehorchen, P, h;y = P, h,..

In diesem Sinne gleicht jede Einflussfunktion einer Schaukel. Um
die Querkraft V' (z) eines Trégers in einem Punkt = wie in Bild 2.7 zu berech-
nen, installieren wir ein Querkraftgelenk und spreizen das Gelenk so, dass die
beiden Querkrifte dabei insgesamt die Arbeit —V'(x) - 1 leisten

—V(@)w(_)-V(@)w(ry) =-V(z) (wz-)+w(xs)) = =V(z)-1. (2.113)

Die Arbeit der Punktlast P auf der Verschiebung w, die durch die Spreizung
des Gelenks ausgeltst wird, muss genau das Gegenteil davon sein

—V(z)- 1+ Pw=0, (2.114)
—_————

Wi,2

wie aus dem Satz von Betti, W1 o = Wy 1 folgt. (Die Arbeit W5 1 ist null, siche
die folgende Bemerkung, und deswegen auch die Arbeit Wy 5 = 0).

Zu jeder Schnittgrofe gehort also ein gewisser Mechanismus, eine gewisse
Schaukel, siehe Bild 2.43, und wenn wir das Gelenk losen und die Arbeit
berechnen, die die Belastung ,beim Schaukeln‘ leistet, dann lernen wir, wie
grof} die SchnittgroBe in dem Gelenk sein muss, damit sie die Arbeit der
duleren Belastung ins Gleiche setzt.

Bei einer FE-Berechnung behindern wir aber die freie Bewegung eines Trag-
werks, wir legen dem Tragwerk Fesseln an, weil die shape functions ¢;(x) zu
,ungelenk’ sind, und daher bekommt das Gelenk das falsche Signal. Die
Verschiebung im Fuflpunkt von P ist ein gendherter Wert wy,

—Vp(z) 1+ P-wp,=0 (2.115)
und nicht der exakte Wert w
V()14 P-w=0, (2.116)

und so ist Vi (x) # V(z). Ein FE-Programm verschdtzt sich bei den
Dirac Energien®. Die Riickmeldung an das Gelenk ist fehlerhaft.

3 Vor allem bei Flichentragwerken. Bei Stabtragwerken ist die Kinematik auerhalb
des Elements mit dem Aufpunkt meist exakt, es sei denn EA oder EI sind nicht
konstant.
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Bild 2.43. Die Kinematik eines Tragwerks bestimmt den Abtrag der Krifte (BE-
FRAMES)
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Bild 2.44. Wenn eine Punktlast an der Turmspitze angreift, dann ist die Nor-
malkraft in der Strebe proportional zur Auslenkung der Turmspitze, die durch die
Spreizung 1 der Strebe verursacht wird

Wir ziehen also den Schluss, dass die Kinematik eines FE-Netzes, seine
Beweglichkeit die Genauigkeit der FE-Losung bestimmt.

Netz = Kinematik = Prézision der Einflussfunktionen = Giite der Ergebnisse

Wir kénnen jetzt auch sagen, was ein guter Entwurf ist. Die Schaukellogik

P.
Viz) = Tw =P. % — ‘mache w klein! ‘ (2.117)

signalisiert, dass ein Entwurf dann gut ist, wenn das, was von der auslésenden
Bewegung, also hier der Spreizung 1 des Querkraftgelenks (im Nenner), im
FuBpunkt der Punktlast P ankommt, das ist das w im Zihler, so klein wie
moglich ist, weil dann V' (z) nur ein Bruchteil der Belastung P ist.

Wirf einen Stein ins Wasser und schau den Wellen zu! Je kleiner
die Wellen sind, die die Last erreichen, um so besser. Der Hebel des Archi-
medes ist (ganz bewusst) das Gegenteil eines guten Entwurfs. Driickt man
das kurze linke Ende um eins nach unten wie in Bild 2.9, dann stellt sich am
rechten Ende eine sehr grofle Verschiebung w ein, weswegen Archimedes nur
eine kleine Kraft braucht, um die Welt aus den Angeln zu heben. Umgekehrt
bedeutet dies aber auch, dass Archimedes lange, lange Wege gehen muss,
um die Welt nur ein Jota zu heben.

Bemerkung 2.2. Gleichung (2.117) macht noch einmal deutlich, dass Einfluss
ein Verhéltnis w/1 von zwei Verschiebungen ist, und es ist daher gleichgiiltig,
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Bild 2.45. Fachwerk mit biegesteifen Knoten: Einflussfunktion fiir ein Moment im
Zuggurt. Die Spreizung erzeugt keine Verschiebung in den Knoten und das Bild
bestiitigt damit die Zuldssigkeit der Fachwerktheorie (BE-FRAMES)

ob die auslosende Spreizung 1 mm, 1 ¢cm oder 1 m ist. Es kommt nur auf das
Verhiltnis von gespiirter Bewegung zu auslosender Bewegung an.

Bild 2.44 zeigt, dass die Normalkraft N in einer Strebe des Turms (irgendwo
weit unten) auf Grund einer Last P = {P,, P, P.}T an der Spitze des Turms
davon abhiingt, wie grof die Auslenkung g = {g,gy,9.}7 der Spitze des
Turms ist, die eine Spreizung 1 der Strebe verursacht

(unten) 1-N =PTg="P,-g, + P,-g,+ P, -g. (oben). (2.118)

The mighty tower feels a sting but the top hardly mowves. Bild 2.45 bestétigt
die Fachwerktheorie, mit der der Eiffelturm ja berechnet wurde (+ gra-
fischer Statik). Die biegesteif gerechneten Knoten verschieben sich bei der
Spreizung des Aufpunktes im Untergurt nicht und so kénnen Knotenkrifte
keine Momente in dem Gurt erzeugen, d.h. die Knoten kénnen gelenkig ge-
rechnet werden.

Der Schadensfall in Bild 2.46 belegt eindriicklich, welche groie und wich-
tige Rolle die Kinematik in der Statik spielt. Prof. Christian Petersen hat
iiber solche Zylinderschalen mit verdnderlicher Kriimmung promoviert, [217],
und er hat sehr frith Programme (Zuse Z23) fiir Schalen von diesem Typ
geschrieben, [172] S. 879.

2.14 Punktwerte bei Flachentragwerken

Punktwerte, wie etwa die Durchbiegung w(z) eines Balkens, kommen direkt
in der zweiten Greenschen Identitdt der Balkengleichung vor und daher ist es
ein einfaches, eine Einflussfunktion fiir w(z) herzuleiten, man muss nur
den Balken in zwei Teile teilen, denn dann springt wie von selbst an der
Intervallgrenze mit Hilfe des dualen Lastfalls, der Einzelkraft P = 1, der
Wert w(z) heraus

l
1-w(z) = /O Go(y, =) p(y) dy - (2.119)
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Bild 2.46. Die Kinematik ,ist das Schicksal® — sie bestimmt die Kréafte. Nach 200
Jahren wurden Sicherungsmafinahmen an einer als Korbbogen ausgebildeten Briicke
no6tig, die man um 1800 nachtriglich iiberbaut hat, Kassel Schloss Wilhelmshohe.
Wie immer in der Stabilitdtstheorie sollen die ,Fiillstdbe‘ nicht die Last tragen,
sondern sie sollen dafiir sorgen, dass der Bogen in der Flucht bleibt

Bei Flichentragwerken ist das anders. Die Biegefliche w(x) einer Membran
ist die Losung des Randwertproblems

—Aw=p w=0 aufdem Rand I', (2.120)

und in der zugehorigen zweiten Greenschen Identitét,

@(w,w):/ —Awﬁ;dﬂ—i—/ a—wu?ds
0 FaTL
- wa—wds—/ w (M) df2 =0, (2.121)
r on Q

stehen nur Integrale, aber keine Punktwerte.

Der Ubergang zum Punkt gelingt, weil die Biegefliiche Gy (y, x), die zu einer
Punktlast P = 1 gehort, die Eigenschaft hat, dass das Integral der Querkrifte
0Gy/On = 1/(2me) iiber immer enger gezogene Kreise I'. um den Aufpunkt
gegen 1 strebt, siehe Bild 2.47,

0Gy

;1_% - Querkraft ds = [N/m] [m] = ;1_% . B ds =1[N]. (2.122)

Dieser Grenzwert macht den Ubergang vom Integral zum Punkt méoglich.
Nur weil (2.122) gilt, ist G im {ibrigen eine Losung von —Aw = dy.

Man formuliert also den Satz von Betti zunichst auf dem gelochten Gebiet
2. = {2 — N,, spart einen kleinen Kreis N, um den Aufpunkt aus, und lisst
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dann den Radius ¢ — 0 gegen null gehen. In der Grenze*

% i _ :
P (Go,w) = 611_% P (Go,w)n, = — ;1_% QsGo(y,w) p(y) df2y

ow 6G0(y,$)

erhilt man so die Einflussfunktion fiir w(x) in dem Aufpunkt x,

Lw(e) = [ Goly.a)ply) d2y. (2.124)

Das 1 - w(z) ist der Grenzwert des zweiten Randintegrals iiber I, in (2.123).
Das erste ist null fiir ¢ — 0.

Systematik

Wir wollen die Herleitung an dieser Stelle gleich generalisieren und nehmen
die Kirchhoffplatte, KAAw = p,2m = 4 als Muster. Eine Einflussfunktion
G; ist die Reaktion auf ein Dirac Delta §;

0; = Kraft, Moment, Knick, Versatz 1=0,1,2,3.
Zu einer Biegefldche w gehoren vier Randwerte, j = 0,1,2,3
0jw = Durchbiegung, Verdrehung, Moment, Kirchhoffschub.

Ist 0;G; die Randgrofie von Gj, die konjugiert zu §; ist, j +4i =3 =2m — 1,
dann gilt

€

Die Schubkraft der EF Gy zieht sich also im Aufpunkt zu einer 1 zusammen

lim . 83(Go) dsy = 1 (2.126)

und das Moment der EF G zu einem Moment 1

FE

e—0

und die Neigung der EF G5 endet im Aufpunkt in einem integralen Knick

e—0 I.

4 Weil die Identitéit fiir alle € > 0 null ist, muss sie auch in der Grenze null sein.
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Bild 2.47. Die Querkrifte
gehen gegen oo und der Radi-
us € gegen null

und die Biegefliche G5 endet in einem Sprung, einem integralen Versatz®,
li =1. 1
EI_I% FE 80(G3) dSy (2 29)
Das ist der ,Zieheffekt‘, der die Herleitung von Einflussfunktionen mit Betti

moglich macht, denn paart man die Einflussfunktion G; mit einer Biegefldche
w, dann springt genau der Term J;w(x) heraus, also z.B.

e—0

lim/ 03(Go) Oo(w) dsy = Op(w)(x) = w(zx), (2.130)
I
was dann

F(Govw) = limy F(Go,wio. = w(e) - [ Golw@)p(w)d2y (2131

[?)
ergibt.
Die Herleitung von Einflussfunktionen bei Flachentragwerken ist sehr tech-
nisch und nicht immer einfach, siehe [110] und [111]. Zum Gliick geht das ganze

mit finiten Elementen aber viel einfacher, siehe Kapitel 3.

Bemerkung 2.5. Bei einem Seil ist V = Hw' die Querkraft, bei einer Mem-

bran ist die Querkraft v,, in einem Schnitt mit der Schnittnormalen n die

Normalableitung der Biegefliiche in Richtung von n (die Neigung) mal H
ow

vy = Ha— =HVwen=H (w,;ny + w,yny) [N/m]. (2.132)
n

H ist die Vorspannkraft, die wir oben Eins gesetzt haben.

Bemerkung 2.4. Die Singularitdt unter einer Punktlast macht, dass die Quer-
kraft v, = 1/r in der Membran unendlich grofl wird. Bei einer Scheibe wéren
es die Spannungen o;;. Man verstehe bitte, dass das eine nicht oh-
ne das andere geht®. Das 1/r ist die Voraussetzung dafiir, dass man mit

5 Auch eine Einzelkraft wird als Integralsumme der Schubkrifte wahrgenommen.
5 Ein Mechanik-Kollege hatte vorgeschlagen, man solle die Mathematik #ndern,
damit Castigliano gilt
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auslosender Versatz’ = 1000 mm

Bild 2.48. Die Spannung o;; in einem Aufpunkt ist gleich der Arbeit P - u, die die
Punktlast P bei der Verschiebung u, ihres Fulpunktes leistet, wenn der Aufpunkt
in z- oder y-Richtung um 1000 mm gespreizt wird (jede andere Léngeneinheit geht
natiirlich genauso). Die Spreizung ist nicht einfach ein Versatz um 1 000 mm, sondern
es ist ein integrales Maf. Wenn man den Aufpunkt einmal umrundet, erlebt man
einen Versatz von 1000 mm, [119]
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ein Element

P=1

mp-—> 5, Py = 1]mgp- O
T2

Bild 2.49. Sehr ungleiche Elemente, aber die gegenseitigen Wirkungen sind gleich
grof3, 5?12 = (53,1. Jeder Punkt weifl von jedem anderen Punkt. Alles ist aufeinander
abgestimmt, K = K7 (Betti und Betti extended garantieren das).

Betti Verschiebungen in einem Punkt berechnen kann, weil sich eben die
Bogenlinge ds = rdy des Lochrandes gegenldufig verhélt. Auf der anderen
Seite torpediert diese Singularitit aber Castigliano, siehe (1.310), weil eben
die Stammfunktion von 1/r der Logarithmus ist.

2.15 Versatz im 2-D und 3-D

Wenn man von der Stabstatik kommt, dann stellt man sich einen Versatz in
einer Scheibe (= Einflussfunktion fiir eine Spannung) als eine Klaffung ,1¢ vor,
aber im 2-D und 3-D sieht man keinen Versatz, sondern ein Versatz bedeutet:
Wenn man den Aufpunkt einmal umrundet, dann ist man danach 1 m weiter
rechts oder weiter oben, siche Bild 2.48.

Dasselbe gilt sinngeméf fiir die Einflussfunktionen von Momenten und
Querkréiften bei Platten. Ein Knick in einer Platte ist kein Knick im naiven
Sinn und ebenso ist ein Versatz in einer Platte (= Einflussfunktion fiir eine
Querkraft) keine deutlich sichtbare Stufe. Es sind beides integrale Mafle

) 0G> _

611_% /FE %(y,w) Mpn(Y) dsy = Mgz (x) (2.133)
lim / G3(y,x) va(y) dsy = vz (). (2.134)
e—0 r.

Hier ist G5 ein ,Knick® und G35 ein ,Sprung’‘, beide in z-Richtung, und um die
Effekte zu erleben, muss man einmal den Kreis I'., der den Aufpunkt umgibt,
umrunden; My, und v, sind m und v auf I'; in Richtung der Normalen n.

2.16 Switches

Es gibt in der linearen Statik und Mechanik zwei Schalter. Einmal kann
man innen mit auflen vertauschen
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oW, = 0W; (2.135)
und dann kann man mit Betti dasselbe auf zwei Weisen sagen
Wia=Waq. (2.136)

Die Einflussfunktionen basieren auf diesem zweiten switch. Er beruht, wie
die Symmetrie der Steifigkeitsmatrizen, K = K T Qarauf, dass die Differ-
entialgleichungen selbstadjungiert sind, siehe Bild 2.49.

Bemerkung 2.5. Die Mathematiker benutzen diesen Schalter, um ,Nicht-Stan-
dard‘ Lasten (dazu gehéren fiir einen M. schon Einzelkréfte) zu behandeln.
Einzelkrifte sind mathematisch Distributionen, weil man ihre Arbeit nicht
durch ein Riemann-Integral

Wl,g = / P -dwdf) = / Go Psw A2 =P - 511}((11) = W271 (2.137)
2 (9]

? v

berechnen kann. Aber wenn man die Seite ,wechselt’, W7 o = Wy 1, also die
Durchbiegung Gy aus P mit der Last ps,, (= Last, die die Delle Jw verursacht)
iiberlagert, dann ist die Arbeit berechenbar, wie in den Kapiteln 2.14 und 9.45.

2.17 Dualitat

Zu jeder Kraftgrofe gibt es eine konjugierte Weggréfie, V und dw, M und dw’
etc., wie man bei der partiellen Integration der Arbeitsgleichung

!
/ EIw!V dwdx (2.138)
0

erkennt. Wir nennen diese Paare duale oder adjungierte Groflen.
Unter einer dualen Formulierung oder adjoint formulation versteht
man eine Technik, bei der man eine Messung A

l l
w(z) = / 5oy — ) wly) dy = / Goly, 2) p(y) dy (2.139)

durch eine Messung B ersetzt, die denselben Wert liefert. Alle Einflussfunkti-
onen gehen so vor, denn der Satz von Betti macht es moglich eine Messung an
einer Biegelinie w durch eine Messung an der Belastung p zu ersetzen. (Wegen
p = ETw'" bleibt es eine Messung an w, nur an einer ,anderen Stelle®).

Den einfachsten Zugang zu diesem Thema bietet eine Steifigkeitsmatrix
K. Wenn man die Matrix mit einem Vektor u multipliziert, Ku, und diesen
Vektor dann skalar mit einem zweiten Vektor du, ist das Ergebnis eine Zahl
du’ Ku.
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¢ U1

\ 4 fi=1
Bild 2.50. Die Verschiebung u; und der adjungierte Lastfall

Weil eine reelle Zahl wie 7 sich nicht &ndert, wenn man sie transponiert,

7l =7, gilt

ou' Ku = u" K du (2.140)
oder
PB(u,du) =6u"Ku—u'Kéu=0. (2.141)

Das ist der Satz von Betti fiir symmetrische Matrizen K = K7, die sich ja
wie selbstadjungierte Operatoren verhalten.

Eine Steifigkeitsmatrix kann man bekanntlich als die Abbildung eines Vek-
tors uw auf einen Vektor f lesen

Ku=f. (2.142)

Stellen wir uns nun vor, wir kennen den Vektor f, der etwa die Knotenkréfte
eines Fachwerks darstellt, und wir wollen die Komponente u; des Vektors
im LF f wissen, siehe Bild 2.50.

Angenommen wir kennen die Lésung g, des Gleichungssystems

Kg, =ey, (2.143)

wenn also f gleich dem ersten Einheitsvektor ist, el = {1,0,0,...,0}. Mit
der Losung g, und dem Vektor w gehen wir dann in die Identitdt (2.141)

H(gu)=glf-uer=g{f-u=0 (2.144)
und erhalten so die gesuchte Verschiebung
_ T
ur =g f. (2.145)

Zu jedem wu; gibt es einen solchen Vektor g;
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Belastung "Dirac Delta’
f J
° °
s 13 P
° °
Verschiebung g Einflussfunktion

Ju)=jTu=g"f

Bild 2.51. Dualitdt am Beispiel der linearen Algebra, Dualitdt = ,iiber Kreuz‘,
zwel unterschiedliche Messungen haben dasselbe Ergebnis

Kg,=e;, (2.146)
mit dem man u; aus der rechten Seite f berechnen kann, siehe Bild 2.51,
u =g f. (2.147)

Nun ist aber auch u; = u”e;, und daher ist die Projektion von f auf die
Vektoren g, dasselbe, wie die Projektion von w auf die Einheitsvektoren e;

ui =gl ' f=ule;. (2.148)
Die Inverse erledigt das in einem Rutsch
u=K'f, (2.149)

denn die Zeilen (und Spalten) der symmetrischen Matrix K~ sind gerade die
Vektoren g, und daher gilt

u= (g flei+ (g5 f)e2+...+ (g, f)en
=uje; +uses+...+u,e,. (2.150)

Geht es um Funktionen, also die Losungen von Differentialgleichungen, wie
—FEAY(z) = p(x) u(0) =u(l) =0, (2.151)

dann hat die Matrix K unendlich viele Spalten, und die Einheitsvektoren
gehen in Dirac Deltas iiber
2

d
—EAd—y2 Gy,z)=0(y —x), (2.152)
aber der Formalismus ist derselbe. Indem wir die rechte Seite p auf die Losun-
gen G(y, x) projizieren, also das Lo-Skalarprodukt (Integral) der beiden Funk-

tionen bilden, kénnen wir den Wert der Losung in jedem Punkt z berechnen
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l

l
u(z) = / =) uw)dy = | Glu.o)p()dy . (2.153)

ure, arf
2.18 Der adjungierte Operator

Zum Skalarprodukt gehort der Begriff des adjungierten Operators. Der
adjungierte Operator L* eines Operators L ist das ,Spiegelbild‘ von L

! !
(Lu,v) = / Luvdx = / uL*vdx = (u, L*v). (2.154)
0 0

In der linearen Algebra ist es einfach die transponierte Matrix
(Ku,v) = (Ku)Tv=u"K"v = (u, K"v). (2.155)

Der Satz von Betti (2.141) driickt das ja genau aus, nur ist K = K”.

Das ,Jonglieren‘ mit dem adjungierten Operator nennt man adjoint ana-
lysis, also die Technik, die wir eben vorgestellt haben: Der Vektor u sei die
Losung des Systems Ku = f und durch Multiplikation von w mit einem Vek-
tor j sei eine Messung an u vorzunehmen, J = u”j. Setzt man nun, dass die
Messlatte’ j die rechte Seite eines Systems K g = j ist, dann folgt

J=uTj=u"KTg=f"g. (2.156)

Die Auswertung wird so auf den Vektor f verschoben. Dieses Muster wird
uns beim Rechnen mit Einflussfunktionen wieder und wieder begegnen, denn
in der linearen Statik ist adjoint analysis identisch mit dem Satz von Betti.

2.19 Monopole und Dipole

Die Einflussfunktion fiir die Verdrehung w’ eines Balkens ist die Reaktion
auf ein Einzelmoment M =1

. 1
M = Al;:rgo oy Ar =1, (2.157)
das man sich durch zwei gegengleiche Kriifte, P = +1/Ax, erzeugt denken
kann, deren Abstand Az gegen null geht, wihrend gleichzeitig die Kréfte
gegen unendlich gehen. In der Physik nennt man dies einen Dipol.

Die Einflussfunktion fiir eine Durchbiegung w(x) hingegen wird von einem
Monopol, einer Einzelkraft, erzeugt.

Einflussfunktionen, die von Monopolen erzeugt werden, summieren. Solche
Einflussfunktionen gleichen Dellen oder Senken, siehe Bild 2.52 und 2.55 a.
Alles was in die Delle hineinfillt, vergroflert die Durchbiegung der Platte.

Dipole hingegen erzeugen Scherbewegungen, die auf Ungleichgewichte
reagieren, wie eine Waage, sie differenzieren, siehe Bild 2.52 und 2.55 b.
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Bild 2.52. Einflussfunktionen werden von Monopolen (linke Seite) bzw. Dipolen
(rechte Seite) erzeugt, Einflussfunktion fiir die Durchbiegung, die Verdrehung w,,
das Moment mg, und die Querkraft ¢, in Plattenmitte (BE-PLATTE)
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Bild 2.53. Oberste Reihe Einflussfunktionen fiir a) das Biegemoment und b) die
Querkraft in der Mitte des Balkens, ¢) und d) Momente und Querkréifte unter
symmetrischer Last und antimetrischer Last, €) und f)

Monopole integrieren und Dipole differenzieren.

Jede der vier Einflussfunktionen in Bild 2.52 gehort sinngeméfl zu einem
der beiden Typen:

e EF fiir Durchbiegungen und Momente summieren.
e EF fiir Verdrehungen, Spannungen und Querkréfte differenzieren

Die Einflussfunktion fiir die Querkraft g, wird von einem Dipol erzeugt,
wihrend die Einflussfunktion fiir das Biegemoment m,, von zwei entgegenge-
setzt drehenden Momenten M = +1/Ax erzeugt wird, die nach Innen drehen
und so eine symmetrische Biegefigur aber mit einem scharfen Knick im Auf-
punkt generieren’.

Das maximale Ergebnis ergibt sich, wenn die Belastung und die Einfluss-
funktion vom selben Typ sind (symmetrisch — symmetrisch oder anti-
metrisch — antimetrisch) und der minimale Effekt, wenn sie vom entge-
gengesetzten Typ sind, siehe Bild 2.53.

Der Unterschied zwischen Monopolen und Dipolen ist der Grund, warum es
einfacher ist, Verschiebungen und Biegemomente anzun#hern, als Spannun-
gen und Querkréfte. Es ist der Unterschied zwischen numerischer Inte-
gration und numerischer Differentiation, siehe Bild 2.54.

7 Genau genommen lautet die Folge: Monopol — Dipol — Quadropol — Octopol, ent-
sprechend den finiten Differenzen fiir w,w’, M,V siche Bild 9.31 Seite 754, aber
fiir unsere Zwecke reicht das einfache Raster: Monopol — Dipol oder, genauer
gesagt, symmetrisch — antimetrisch aus.
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~_ | o

Bild 2.54. Die Steigerung der Komplexitét, a) Durchbiegung w, b) Momente m.,,
c) Querkrifte ¢, (BE-PLATTE)
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~ Monopol

Bild 2.55. Deckenplatte Einflussfunktionen a) fiir eine Durchbiegung (Go =
O(r?1Inr)), b) fiir eine Querkraft (G3 = O(r™1)), ¢) fiir ein Moment (G2 = O(Inr)),
siehe (6.47), dort letzte Spalte der Matrix (BE-PLATTE)
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X —A
a
X O O o—Q
b

Bild 2.56. a) Gerbertriiger, b) Einflussfunktion fiir ein Moment M. Nicht alle
Einflussfunktionen klingen ab!

Bemerkung 2.6. Alle Einflussfunktionen fiir Lagerreaktionen integrieren, ob-
wohl die Lagerkrifte ja Normalkrifte (Spannungen) oder Querkréfte sind und
daher wiirden wir erwarten, dass die Einflussfunktionen differenzieren. Aber
in einem festen Lager wird der eine Teil der Scherbewegung durch den Bau-
grund behindert, so dass der andere Teil den ganzen Weg allein gehen muss,
um die vorgeschriebene Versetzung [[u]] = 1 zu realisieren und daher wird aus
der Einflussfunktion eine einseitige Integration.

Bemerkung 2.7. Nicht alle Einflussfunktionen tendieren gegen null. Wenn
Teile des Tragwerks (nach dem Einbau eines N-, V- oder M-Gelenkes)
Starrkérperbewegungen ausfithren konnen, dann kann es passieren, dass
sich die Einflussfunktionen aufschaukeln, siche Bild 2.56 b und Bild 2.57.

Bemerkung 2.8. Das Abklingverhalten von Einflussfunktionen héngt von der
Ordnung n der Zielgrofie d™w/dz™ ab, beim Balken also, n =0, 1,2, 3,

w(z), w'(z), M(z)=-FEIlvw"(z), V(z)=-FElw" (). (2.158)

Je niedriger die Ordnung ist, um so weiter schwingt eine Einflussfunktion
aus und um so langsamer klingt sie ab, wie man an der Einflussfunktion fiir
die Durchbiegung w(x) der Platte sieht, siehe Bild 2.55 a. Dagegen ist die
Einflussfunktion fiir die Querkraft g, sehr eng gefasst, siehe Bild 2.55 b. Es
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Gerbertréger Nr. 1
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Gerbertréger Nr. 2
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Bild 2.57. Die Lage
der Gelenke entschei-
det iiber den Verlauf
der Einflussfunktion

sind praktisch zwei gegengleiche Spitzen o0, die unendlich weit aus der Platte
herausragen, aber dann sehr rasch auf null abfallen.

Natiirlich sind das nur ,Trendmeldungen‘, weil das genaue Verhalten auch
von der Art der Lagerung abhingt, siehe Bild 2.58 und Bild 2.59, denn ge-
rade Kragtriger, Kragplatten und auch Stockwerkrahmen spielen dies-
beziiglich eine Sonderrolle, weil sie freie Enden haben.

Eine Sonderrolle spielen auch Einflussfunktionen fiir Kraftgrofien in sta-
tisch bestimmten Systemen. Weil nach dem Einbau des Gelenks das System
kinematisch ist, koénnen sich die Verformungen frei ausbilden, denn es wird
keine Energie verbraucht. Nichts kann die Einflussfunktion fiir das Moment in
einem Kragtréger daran hindern den Schenkel rechts vom Aufpunkt unter 45°
bis ,in den Himmel‘ laufen zu lassen — es kostet ja nichts. Deswegen stiirzen
kinematische Strukturen auch so leicht ein, denn es ist keine Energie notig,
um den Einsturz auszulosen.

Statisch unbestimmte Systeme dédmpfen also die Ausbreitung der Einfluss-
funktionen fiir Kraftgroflen, wiahrend bei statisch bestimmten Systemen eine
solche Sperre fehlt.
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EF'Qw

b

Bild 2.58. Kragplatte, a) Einflussfunktion fiir die Querkraft ¢, und b) fiir das
Moment mgyz; es ist erstaunlich, wie es mit einer ,numerischen‘ Spreizung bzw.
einem ,numerischen’ Knick (Grundlésung + Randelemente) méglich ist, einen fast
konstanten Versatz bzw. eine Rotation von genau 45° zu erreichen (BE-PLATTE)
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b

Bild 2.59. Plattenbriicke, a) Einflussfunktion fiir das Moment mg, und b) fiir die
Querkraft g, in der Plattenmitte; die Einflussfunktion fiir das Integral von g, quer
durch die Mitte diirfte mit der Balkenlosung identisch sein (BE-PLATTE).

2.20 Hohere Ableitungen

Symmetrie und Antimetrie sind in der Mathematik ,fest verdrahtet®,
denn die Ableitung einer symmetrischen Funktion ist antimetrisch und umge-
kehrt. Die Kette der Greenschen Funktionen, Go — Gy — G — ..., entsteht
nun aber durch wiederholte Ableitung nach dem Aufpunkt z und daher ist
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1 L Bild 2.60. Die zwei Teile des
o5/ | 4 singuliren Kerns fiir 9*u/0x1,
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r < 1lebt (MATLAB™)

der Wechsel von Symmetrie und Antimetrie in den Einflussfunktionen wie in
Bild 2.40 und in Bild 2.52 ganz natiirlich.

Wenn die Einflussfunktion fiir eine Verformung wie 1/r geht, dann die fiir
die erste Ableitung wie 1/7? und die fiir die zweite Ableitung wie 1/72 etc.
Es wird immer enger und immer steiler. Am Schluss der Kette steht — wenn
wir bei der Platte bleiben — die Einflussfunktion fiir ,die vierte Ableitung’, die
Belastung selbst

p(x) = /Q Galy. ) ply) d2y (2.159)

und der Kern G4 muss mit dem Dirac Delta do(y — x) identisch sein.

Es geht aber auch noch weiter, man kann auch Einflussfunktionen fiir noch
hohere Ableitungen aufstellen. Anders als die Kerne G;(y, ) fiir w, w’, w”, w'”,
die die Belastung p = ETw!" (beim Balken) integrieren, differenzieren diese
Kerne die Belastung und in diese Kerne ist wegen des =™ eine Lupe einge-
baut, die Nahe r < 1 ist extrem iiberbetont, und mit wachsendem n oszillieren
die Gewichte cos(n ¢) und sin(n ¢) in den Einflussfunktionen immer stérker,
siehe Bild 2.60.

So ist der Kern in der Einflussfunktion fiir die erste Ableitung du/0z; im

Mittelpunkt einer kreisférmigen Membran, R = 1, die Funktion

0Gy Tyx cos(p) 1
=_D= _ - 2.1
ox1 27r 27r Go 27 n(r) (2.160)

und fiir die vierte Ableitung (in z-Richtung) ist der Kern G4 die Funktion

0*Goy 6 cos(4yp)
= . 2.161
Oxt 27 rd (2.161)
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Es ist wie bei der Fourier-Analysis. Die hohen G,, spiiren den hohen Frequen-
zen nach, aber wegen des nadelstichartigen r=" ist der regulére Teil

G (y,x) = singuldr + regulér, (2.162)

der eigentliche ,Tréger* der Einflussfunktionen G,,, wie man an den Bildern
2.58 und 2.59 sieht.
Im Fall der Membran heifit der split singulér + regulér

_6cos(4p) 1 1

o (74 — @) (2.163)

Gy (y7 w)
Bemerkung 2.9. Zu dem technischen noch eine Anmerkung. Die Einflussfunk-
tion fiir die vierte Ableitung

0w 6 cos(4dp) 1 1
- = ———— (= — —)p df2 2.164
ot /_Q 27 (7“4 R4)p Y (2.164)

lasst sich wegen des 7~ scheinbar gar nicht berechnen. Es ist aber so: Die
Einflussfunktion basiert — wie alle Einflussfunktionen — auf dem Grenzwert
iiber das gelochte Gebiet (2.

lim Z(Gy,w)n, =0, (2.165)
e—0
und dieser Grenzwert ist ,selbstheilend‘, zu jedem Term +oo gibt es einen
entgegengesetzten Term —oo, so dass am Ende nur Ausdriicke {ibrig bleiben,
die der Computer berechnen kann. Gauss garantiert das®.
Fiir eine genauere Analyse miisste man (2.165) niher betrachten, also den
Grenzwert des Integrals {iber den Lochrand Iy, und das gelochte Gebiet (2,

. ow 0Gy
hm{/FNs(Gz;anMUJ)dSy+/Q€G4dey}0 (2.166)

e—0

und so den Hauptwert von (2.164) bestimmen wie in Kapitel 9.4.

Der Hauptwert ist, vereinfacht gesagt, das Integral ohne die singuléren Ter-
me, ohne die Terme, die sich nicht integrieren lassen. Hauptwert bedeutet aber
nicht einfach, dass man das weglésst, was einem nicht geféllt, sondern hinter
dem Hauptwert eines Integrals steht immer ein Grenzprozess wie (2.165).

Man muss also unterscheiden zwischen

Wert und Formel . (2.167)

8 Das ist ein bemerkenswertes Resultat und macht deutlich wieviel Mathematik in
den eigentlich ,harmlos‘ aussehenden Identitdten steckt, dass jedem Grenzprozess
e — 0 ein gutes, stabiles Ende garantiert ist, sieche Kapitel 9.4.



198 2 Der Satz von Betti

Bild 2.61. Deckenplatte, a) Einflussfunktion fiir die Querkraft ¢,, b) Untergeschoss
und Lage des Aufpunkts in der Deckenplatte (BE-PLATTE)

Der Wert 9*w/dx} existiert an sich. Die rechte Seite von (2.164) ist eine
,Ansage‘, aber keine Formel, das Integral ist ja nicht berechenbar. Die eigent-
liche Formel ist das Ergebnis des Grenzprozesses (2.166) — der Hauptwert, der
ja dann einen berechenbaren Ausdruck darstellt.

Dasselbe gilt fiir die Einflussfunktion (2.159) fiir p(x). Der Ausdruck p(x) =
(d0,p) ist sehr suggestiv, aber er ist keine Formel, ist nicht ,programmierbar*.
Wenn man das wollte, obwohl es keinen Sinn macht, miisste man wie in (2.165)
den Grenzprozess detailliert nachvollziehen und dokumentieren. Am Ende des
Tages wiisste man dann, dass p(x) = p(x), aber wofiir?
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Bild 2.62. Die Einflussfunktion fiir die Querkraft in der Balkenmitte ist antime-
trisch, ist genau ausbalanciert und so ist V' = 0. Je ndher der Aufpunkt aber zum
Rand riickt, desto grofler wird die Unsymmetrie, die Unwucht, und damit V.

2.21 Die Unwucht

Die Einflussfunktion fiir die vierte Ableitung 9*w/dz* = O(r=*) der Membran
ist also sehr, sehr eng gefasst und dhnliches gilt, wenn auch schwécher, fiir die
— im Prinzip — antimetrische Querkraft-Einflussfunktion, O(r~1), einer Platte,
siehe etwa Bild 2.59 b. Dieser up-down Kern ist praktisch auf den Aufpunkt
konzentriert und die Uberlagerung mit einer konstanten Belastung p diirfte
wenig mehr als null ergeben.

Wo kommen dann aber die Querkréfte einer Platte her? Sie entstehen durch
die Unwucht des Einflussintegrals.

Um das zu sehen, betrachten wir eine Membran, —Aw = p, einfach weil sie
die bekannteste partielle Differentialgleichung ist.

Der Schliissel ist die Integraldarstellung der Membran, (9.221),

@) = [ fotw.) T2 20D sy + [ gtywpty) d2y.

geméf der nicht nur die Belastung p im Feld, sondern auch die Randverfor-
mungen u und die Aufthingekriifte du/0n, die Durchbiegung in jedem Punkt
x der Membran bestimmen.

Man konnte vermuten, dass der Einfluss der Randgrolen wegen des Inr
bzw. 1/r gering ist, aber der Rand geht einmal um die Membran herum, er
hat einen langen Atem. Zum anderen ist es so, wenn wir an eine Platte den-
ken, dass die Innenwénde ja auch ,Rand‘ sind und daher viel ndher zu den
Aufpunkten liegen, als der Rand der Platte, siehe Bild 2.61. Der zweite Effekt
beruht auf der Lage des Aufpunkts im Gebiet. Ist die Membran eine Kreis-
scheibe, und der Aufpunkt der Mittelpunkt, dann ist das Gebietsintegral einer
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konstanten Last p null, wenn der Kern antimetrisch ist. Weicht die Form davon
ab, dann liefern die ,Zwickel’ Beitrige zu dem Integral. Das Einflussintegral
ist nicht mehr symmetrisch bzw. antimetrisch, sondern hat eine ,Unwucht‘.

Man sieht das sehr schén bei dem Einfeldtrager in Bild 2.62. Die Einfluss-
funktion fiir die Querkraft in Balkenmitte ist antimetrisch und bei Gleichlast
sind die Wirkungen ausbalanciert, V'(I/2) = 0. Verschiebt man den Aufpunkt
aber in Richtung Rand, dann wird die Einflussfunktion immer unsymmetri-
scher und so kommt es, dass die Querkraft ihr Maximum am Rand hat.

Weil die Einflussfunktionen fiir die ungeraden Ableitungen antimetrisch
sind und fiir die geraden Ableitungen symmetrisch, sind bei Gleichlast die
ungeraden Ableitungen (w’ und V = —ET w”’) in der Mitte null und am Rand
am grofiten, withrend es bei den geraden Ableitungen (w und M = —ETw")
gerade umgekehrt ist.

Ein Flachentragwerk ist also — wir diirfen die obige Integraldarstellung
(2.168) ja verallgemeinern — ein wohl abgestimmtes Gebilde, wo jeder Punkt
jeden andern beeinflusst und der Ausdruck dieser Abhéngigkeit der Trag-
werksteile untereinander ist sinngeméfl die obige Integraldarstellung, [111].
Sie formuliert, wenn x auf dem Rand liegt, eine Kopplungsbedingung H u =
G t + p zwischen den Knotenwerten der Randverformungen « und den Rand-
kraften t einer Scheibe oder Platte, so wie die Steifigkeitsmatrix eine Kopp-
lungsbedingung Ku = f + d zwischen den Weg- und Kraftgréfien an den
beiden Enden eines Balkens, dem Rand des Balkens, darstellt. Und die Ein-
flussfunktionen binden praktisch die Punkte & im Innern an das Geschehen
auf dem Rand und an die Verteilung der Belastung p im Feld.

W W

Charakteristiken Facher Schock

Bild 2.63. Charakteristiken lassen ahnen, wo Fldchentragwerke Probleme haben,
wenn auch die Gleichungen mathematisch von einem anderen Typ sind

2.22 Handicap Rand

Die Randelemente — wie die Mathematik auch — setzen die Randwerte nach
Innen fort, dhnlich wie sich Wellenfronten ldngs den Charakteristiken fort-
pflanzen, siehe Bild 2.63. Nun ist der Rand eine sehr diinne Zone und der
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Gi(y,zc) Bild 2.64. Der Boden unter
dem schiefen Turm von Pisa,
[308]


https://de.wikipedia.org/wiki/Schiefer_Turm_von_Pisa
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Ubergang vom Rand (n — 1) aufs Gebiet (n) kann zu einem handicap wer-
den, wenn in einer Ecke mehrere Platten mit unterschiedlichen Steifigkeiten
zusammenstofen. Dann ist viel Feinarbeit notig, um die unterschiedlichen
Kombinationen von Randbedingungen, Steifigkeiten und Lagerarten korrekt
zu modellieren. In dem Programm BE-PLATTE sind auf jeder Seite einer
Ecke zehn verschiedene Lagerbedingungen moglich. Eine solche Vielfalt von
Varianten macht es bei der Programmierung nétig ganz von ,vorne anzufan-
gen‘ und die Biegeflache der Platte in eine Taylorreihe um die Ecke entwickeln,
um die conflicting conditions unter einen Hut zu bringen und zu stimmigen
Ergebnissen zu kommen.

Die finiten Elemente leiden natiirlich auch unter solchen Ecken, aber vor-
dergriindig haben sie es einfacher. Nur der Anwender muss dann spéter sehen,
wie er die Ergebnisse interpretiert.

2.23 Der schiefe Turm von Pisa

Die Symmetrie und Antimetrie der Einflussfunktionen spielen auch beim
schiefen Turm von Pisa die entscheidende Rolle.

Das Problem ist, dass die Bodensteifigkeit unter dem Turm nicht einheitlich
ist, so dass die Einflussfunktion G (y, ) fiir die Drehung der Fundamentplatte
nicht perfekt antimetrisch ist, sondern eine Tendenz zur weicheren Seite hat,
und sich daher der Turm zu dieser Seite neigt, siche Bild 2.64,

l
W () = / G (4, 7) ply) dy - (2.169)

C

Damit eine Waage sich nicht verdreht, miissen zwei Dinge stimmen:® Die
Arme der Waage miissen gleich lang sein und die Last muss symmetrisch sein

antimetrisch x symmetrisch = 0.

Das ist eine sehr ,wacklige’ Bedingung und der Bauingenieur tut daher gut
daran eine Bodenplatte gegeniiber moglichen Ungleichgewichten von oben wie
von unten zu stabilisieren.

2.24 Symmetrie und Antimetrie

Der Rahmen in Bild 2.65 ist nicht symmetrisch, aber die Einflussfunktionen
fiir die beiden horizontalen Lagerkrifte sind antimetrisch, weil die Summe der
horizontalen Lagerkréfte bei rein vertikaler Belastung null ergeben muss.

Jede Struktur, die nur zwei horizontale Lager hat, unterliegt dieser Bedin-
gung, sieche Kapitel 9.36.

9 Mathematisch nur eins, weil es nur eine Gleichung P h1 = P» hs ist. Drei von den
vier Groflen sind frei wihlbar, die vierte muss dann das Ergebnis glatt stellen.
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auf ﬁ

A+B=0

ab @
Bild 2.65. Die Einfluss-
, B funktionen (vert. Last) fiir
- die beiden horizontalen La-
b = gerkrifte sind antimetrisch

Solche GesetzméafBigkeiten gibt es viele bei den Einflussfunktionen. So ist
die Summe aller Lager-Einflussfunktionen bei einem Durchlauftriger — un-
abhéngig von den Feldléngen — gleich Eins, weil keine Belastung verschwinden
darf.

Das gilt auch schon beim eingespannten Triger, wo die beiden shape func-
tions p1(x)+ps(x) = 1, die ja auch die Einflussfunktionen fiir die Lagerkriifte
sind, den Wert Eins ergeben.

Bei den Momenten ist die Sache nicht so einfach. Die Summe o (x) + @4(x)
der beiden Einspannmomente ist ein Polynom dritten Grades, sie steigt und
fillt, weil die beiden Einspannmomente das Moment (y3(x) —¢1(x)) [ aus den
unterschiedlichen Lagerkriften ausgleichen miissen.

Die drei Einflussfunktionen in Bild 2.66 stellen in der Summe eine horizon-
tale Verschiebung des Geriists um Eins nach rechts dar, weil die Summe der
Lagerkrifte gleich der Last ist. Sind ug, us, u7 die Freiheitsgrade der gesperrten
Lager, dann erhélt man die Knotenwerte g5 der ersten Einflussfunktion, wenn
man das System mit der Spalte —f4 der nicht-reduzierten Steifigkeitsmatrix
K belastet (es werden nur die Eintréige f3; der Spalte f4 iibernommen, die
auch in dem reduzierten System vorkommen, wu; nicht gesperrt ist)

Kg;=—f3 (2.170)

und zur Figur 3 addiert. Das bedeutet fiir die Summe der Spalten der drei
Lagerknoten, dass

~K Y(f3+ f5 + f7) + Diagonalterme = g. = 'Eins’ (2.171)
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>~ = Eins

c
Bild 2.66. Die Einflussfunktionen (horiz. Last) der drei Lagerknoten

ist, wobei die horizontalen u; in dem Vektor gy alle 1 sind und die anderen
null.

Man nimmt also einen leeren Vektor u (volle Lénge, in dem alle u; vertreten
sind), triagt die Komponenten des obigen Vektors ein, und die ,Diagonalterme
ug = us = uy = 1. Das Ergebnis ist die Translation g5..

2.25 Lager im Schatten

Wir hatten am Anfang des Kapitels bemerkt, dass die Einflussfunktion und
die Last sich irgendwo kreuzen miissen, damit im Aufpunkt etwas ankommt
und das gilt vor allem fiir Lager. Es gibt Lager, die so ,versteckt® liegen,
dass sie fast nichts von der Belastung mitbekommen, weil ihre Einflussfunkti-
onen frith versanden. Das gilt vor allem fiir die Eckkréfte in spitz zulaufenden
Ecken, a < 90°, siehe Bild 3.116, aber auch fiir die Lagerkrifte der Scheibe in
Bild 2.67. Das Rollenlager wurde in 6 Elemente unterteilt. Dargestellt sind die
resultierenden Lagerkrifte pro Element, die in der Mitte des Lagers deutlich
kleiner als am Rand ausfallen, weil eine Auslenkung der inneren Elementkno-
ten rasch abgebremst wird. In Bild 2.67 b und c sind die Knoten markiert, in
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denen die f; angreifen, die die Einflussfunktionen fiir die beiden einzelnen, rot
markierten Lagerknoten generieren.

[ | | F

6 x0.1m +f+ 1

a |

Bild 2.67. Aufwendige Elementierung eines Rollenlagers einer Wandscheibe

2.26 Einflussfunktionen fiir integrale Werte

In einem Punkt fokussiert man den Blick auf einen einzelnen Wert des
Moments, der Durchbiegung, der Querkraft etc. Manchmal ist es jedoch sinn-
voller, die Ergebnisse iiber eine kiirzere oder langere Strecke aufzuintegrieren,
also zu mitteln, weil die Punktwerte zu stark schwanken.

Warum das Mitteln bessere Ergebnisse liefert, versteht man, wenn man
sich die Einflussfunktionen anschaut. Die Einflussfunktion fiir die Spannung
Oyy in einem Punkt ist eine Spreizung des Aufpunktes in vertikaler Rich-
tung, siche Bild 2.68 b. Erweitern wir den Punkt zu einer kurzen Linie [ und
entschliefen uns mit dem Mittelwert der Spannungen ldngs dieser Linie zu
rechnen

1 l
aizj/aww, (2.172)
0

dann ist die Einflussfunktion eine linienhafte Versetzung der Punkte auf
der Linie und diese Bewegung ist einfacher mit finiten Elementen anzunéhern
als eine Punktversetzung. Das ist der Grund, warum eine Mittelung in der
Regel bessere Werte liefert.

Wenn, wie in Bild 2.68 a, der Schnitt ganz durch die Scheibe geht, er liuft
durch die unterste Elementreihe, ist das Integral der Spannungen
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exakt

ab hier

/

+3 117 978 kNm =+ 6 197 636 kNm

e e e ——

Néherung

® —»

+3 117 978 kNm

Bild 2.68. Scheibe, a) Einflussfunktion fiir N, (exakt nach der gedehnten 1. Ele-
mentreihe), b) Einflussfunktion fiir o, Krifte in kNm, Verschiebungen in m (WIN-
FEM)

l
N, = / Oyy d (2.173)
0

sogar exakt, wenn die Belastung oberhalb der ersten Elementreihe angreift,
weil die FE-Einflussfunktion fiir N, im oberen Teil exakt ein /ift um Eins ist.
Dagegen diirfte die Einflussfunktion fiir den Punktwert oy, nur eine Naherung
sein, denn so eckig sieht keine Einflussfunktion aus.

Einflussfunktionen fiir integrale Werte ordnen sich dem globalen Schema
unter. Bei einem Punktfunktional wie J(w) = w(z) sind die j; die Durchbie-
gungen der Ansatzfunktionen ¢;(z) im Aufpunkt

Kg=3j. (2.174)
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Ist J(w) hingegen ein Integral, etwa der Mittelwert der Durchbiegung auf
einer Strecke (x4, Tp),

T(w) = M/ﬁabw(:p) iz, (2.175)
dann sind die dquivalenten Knotenkréfte die Mittelwerte der ¢;
1 oo
ji = @) /I wi(z)dx. (2.176)

a

Bei Scheiben gibt es noch einen ,Trick‘, denn man kann die mittlere Spannung
in einem Element, |§2.| sei die Fléche,

1 E
o= o /Q 700 df2 = - /Qﬁ(sm—l-yayy)dﬂ. (2.177)

Wegen €54 = Ug,e UNd €yy = Uy,y, durch ein Integral iiber den Rand I, des
Elements ersetzen

E E
Tow = 7o / (€xa T VEY)dR2 = / (ugng +vuyny)ds. (2.178)
|Qe| Q2. |Qe| I,

Die Einflussfunktion fiir die Verschiebung u, bzw. u, eines Randpunktes x
ist die Verschiebung, die durch eine Einzelkraft P, = 1 bzw. P, = 1 ausgeldst
wird, die im Punkt @ angreift. Daher ist die Einflussfunktion fiir das Integral

E
] / (Ux No + vy ny) ds (2.179)
el JI,

das Verschiebungsfeld, das durch horizontale u. vertikale Linienkrifte F/|(2.]-
ng bzw. E/|{2.|-n, lings des Elementrandes I, erzeugt wird, siehe Bild 2.69.

Eine Gleichung sagt es direkt: Es sei Gy die Antwort der Scheibe auf die
Randkréfte E/|f2.|-n, und v- E/|$2,]-n, in Bild 2.69, fiir die wir den Vektor
t setzen und es sei u das Verschiebungsfeld der Scheibe im LF p, dann gilt

WLQ:/ GQOPde:/tO’U,dSy:WQJ, (2180)
[0} r

und das zweite Integral ist identisch mit (2.178). Also sind die mittleren
Spannungen in einer Scheibe, die am Rand festgemacht ist, siehe Bild 2.70,
null, weil die die EF erzeugenden Randkriéfte ¢ die Scheibe nicht deformieren
konnen. Sinngeméf dasselbe gilt fiir Platten: Die Mittelwerte der Momente
in einer eingespannten Platte (any shape) sind null. Im eindimensionalen Fall
hatten wir das schon in Kapitel 1, Gleichung (1.8) und Gleichung (1.9), fest-
gestellt. Das ist wohl das Diktat von versteckten ,Symmetrien‘. Aber was fiir
Symmetrien? Erfahrungsgeméf sind die Spannungen in der Mitte eines Ele-
ments am genauesten. Zum einen, weil man in der Mitte von den Réndern des
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L ﬁ>
[eX]

=
S

5N —
W"lf"‘%\‘%\\‘%ﬁ\‘*‘*‘é‘

SO .
S S SO SSSI
S UGS SIS
N % =
~\

b

Bild 2.69. Einflussfunktion fiir den Mittelwert von oz, in dem Element a) das
,Dirac Delta‘ besteht aus horizontalen Linienkréiften auf dem vertikalen Rand und
(kleinen, v-fachen) vertikalen Linienkriiften auf dem horizontalen Rand von 2., b)
horizontale Verschiebungen, nach oben und unten in z-Richtung abgetragen. Bei
bilinearen Elementen sind die Einflussfunktionen fiir den Mittelwert im Element
und von o, im Mittelpunkt des Elements identisch, [118], (BE-SCHEIBE)

Elements, wo die FE-Spannungen springen, am weitesten entfernt ist, zum an-
dern liegt es aber auch daran, dass die Einflussfunktionen fiir die Spannungen
in der Elementmitte den Einflussfunktionen fiir die Mittelwerte der Span-
nungen im Element sehr dhnlich sind und diese haben es einfacher, sie sind
genauer, sie miissen ja keinen Punkt spreizen. Bei bilinearen Elementen sind
die beiden Einflussfunktionen sogar identisch, [118].

Partielle Integration ist auch eine Aussage iiber den Mittelwert der Ab-
leitung einer Funktion
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Bild 2.70. a) Der Mittelwert von o4 ist bei festgehaltenem Rand null, b) aber
nicht, wenn freie Rénder vorhanden sind und auch nicht, ¢) wenn der E-Modul
springt, [123]. Die Linienkriifte erzeugen die Einflussfunktionen

. 1
-« [—>
4+ . -« —
pi| - = =
| I4> <7| E —
] [ « DI e
— «— -« >
l—» <7| R ——
——> -« -« —
— Tzx | Y2zl Yy
——> — -« >
; |
| — | ] —
— | - >
] ] >
I -« >
-« [—>
| D e
« —
| a |7::/ b «— — c

Bild 2.71. a) Die EF fiir 62, ist die Reaktion auf horizontale Zugkrifte (vert. ~ 0)
an den Réndern. Je mehr freie Rdnder es gibt, um so weiter schligt die EF aus.
P — oben rechts e ergibt max 02, b) EF-02, < 1, c) EF-aﬁ, >1
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/lVda::M(l)—M(O):M+M:2M
0

!
/O pdz = —(V() = V(0)) = —(V — V) =0

Bild 2.72. Integralbeziehungen an einem Balken

i I
AN AN
+ 0—w'(z4) w'(z_) —w'(zxy) =0
(0.5pl) (1.0pl)
I 1

0.395 pl
1.132pl

Bild 2.73. Symmetriebrechung durch Randstérungen, M*? = —ET > [w’]ﬁj #0

1
%/0 o' (z) de = %(u(l) —u(0)) (2.181)

und sinngeméif ist daher das Integral der Normalkraft N = FA v/ (x) in einem
Stab proportional zur Spreizung der Endpunkte

1 [t 1
1 /O N(z)dr = BA 7 (u(l) — u(0)). (2.182)
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Bild 2.74. Auf der Suche nach dem
Gleichgewicht

Ebenso ist das Integral des Moments M (x) = —FEI w"”(z) proportional zur
Differenz der Endtangenten, siehe Bild 2.72,

l
% /0 M(z)da — —EI%(u/(Z) W' (0)), (2.183)

und bei der Querkraft

%/OZV(x)dx:

ist es die Differenz der Endmomente und die Resultierende der Belastung
p=—V'= EIw!V ist natiirlich gerade der Differenz der Querkrifte

~| =

(M (1) — M(0)) (2.184)

l
/O pdz = —(V(I) — V(0)). (2.185)

Bei einem Durchlauftriiger ist M proportional zur Verdrehung der beiden
Endtangenten, weil sich die Verdrehungen w’ bei feldweiser Integration an
den Innenknoten wegkiirzen, (2.183), wenn die Steifigkeit FT gleich ist. Auch
bei Knoten mit vier Stiben (Rahmen) kiirzen sich die w’ bei part. Int., aber
in den Randknoten (drei Stébe) gilt das nicht, siehe Bild 2.73.

Am freien Rand einer Struktur werden — unvermeidbar — ,Rhythmusstérun-
gen‘ in das Tragwerk hineingetragen.

Das bekannteste Beispiel sind die Endlager eines Durchlauftriagers, die aus
dem Raster fallen, weil sie das Randmoment zu null machen miissen. Ist die
Volleinspannung eines Tragwerks der ,natiirliche‘, der optimale Zustand?

2.26.1 Mittlere Dehnung und Kriimmung

Wenn man die Randknoten eines Tragwerks festhilt, dann ist das Inte-
gral der Normalkrifte und der Momente, also der Dehnungen und Kriimmun-
gen, null. Sobald sich aber einzelne Randknoten verschieben oder verdrehen
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konnen, geht diese ,Symmetrie‘ verloren. Die fiir das Gleichgewicht nétigen
Ausgleichsbewegungen an den freien Réndern gleichen dem Flattern eines
Storchs, siehe Bild 2.74. Je ,strammer‘ ein Tragwerk sitzt, je kleiner V ist,
desto kleiner ist die Verzerrungsenergie. Volleinspannung ergibt den kleinst
moglichen Wert a(u,u) > 0. Bewegen sich aber die Fliigelspitzen, die Rénder
mit, dann wird V grofler, die Lasten gehen lingere Wege, weil die Randein-
spannung nicht mehr hindert, a(u,u) wichst.

2.26.2 Der Split der inneren Energie

Bezeichne Sy die voll eingespannte Struktur und S,, die reale Struktur, n
released nodes, dann geschieht der Ubergang Sy — S, so, dass in jeder Stufe
ein Freiheitsgrad v; gelost wird und die inverse Festhaltekraft aufgebracht
wird, und das n-mal. Bezeichne A; den Ubergang in den Verschiebungen von
der Stufe u; zur Stufe u;1(x) = u;(z) + A;(x), dann gilt

a(tirr,wiv1) = alug, u;) + 2 alug, A;) +a(A;, A;) . (2.186)
=0 >0

Mit jedem Schritt wéchst die Energie, denn der Mittelterm ist null. Das In-
tegral ist die Bewegung am System .S; in Richtung des gesperrten Freiheits-
grades v;, berechnet durch die Uberlagerung des Momentes aus der inversen
Festhaltekraft mit dem Moment am System S; (Mohr + Reduktionssatz)'.

An der released structure sicht man die inversen Festhaltekrifte nicht,
+ und - ergibt null, aber sie stecken in der Energie

n

a(u,u) = a(ug, up) + Z a(A;, A;). (2.187)

i=1

Dieser split der inneren Energie in ug und die ,Flatterbewegungen® A; der
released nodes ist ein bemerkenswertes Resultat; auch, dass nur iiber die Ei-
genarbeiten — die ,quadratischen‘ Terme — summiert wird! Die Reihenfolge,
in der die Knoten gelost werden, darf im tibrigen keine Rolle spielen.

Man kann das noch weiter treiben, wenn man nicht nur die Randknoten
einfriert, sondern alle Knoten. Dann ist ug die voll geblockte Struktur — wie
beim Drehwinkelverfahren — und indem man schrittweise die Knoten 16st,
kumulieren sich die Beitrédge a(A;, A;) zur Gesamtenergie.

2.27 Einflussfunktionen rechnen riickwirts

Wenn man differenziert, dann geht man ,vorwérts' und wenn man inte-
griert, dann geht man ,riickwérts‘. Einflussfunktionen rechnen riickwérts. Aus
—~FEAv" = pbzw. EIw!Y = p werden die Ableitungen niedrigerer Ordnung

10 Addiert man ein Lager, dann ist 2a(w, A) + a(A, A) = —|Pw(x)|, (P 1)



2.27 Einflussfunktionen rechnen riickwérts 213

P M
; 1)
< ¢ > [« ¢ ﬁ >|
a b
P
[
G
w(x) 8EI

Bild 2.75. Durchbiegung am Kragarmende aus a) Einzelkraft — dreimal integrieren,
b) Moment — zweimal integrieren — und c) Streckenlast — viermal integrieren

u, N w,w, M,V (2.188)

berechnet.
Die Einflussfunktion G1(y, ) fiir die Normalkraft in einem Stab integriert

die Belastung einmal

l
N() = / Ciw ) pw)dy (") = () (2.189)

und die Einflussfunktion Go(y, ) fiir die Langsverschiebung u(z) integriert
die Belastung zweimal

l
u(z) = / Golw: ) pw)dy (") = (). (2.190)

Das Riickwirtsrechnen kann man sehr schén an dem Kragtrager in Bild 2.75
beobachten. Die Durchbiegung w ist ja das dreifach unbestimmte Integral der
Querkraft V = —ETw"

w:—///dedxdx:—///dedﬂcdx (2.191)

und prompt steht ein ¢3 im Ergebnis, wenn eine Einzelkraft P angreift,

P

wl) =357 (=0, (2.192)
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P
~
Q
2
Bild 2.76. Balkenrost
und ist es ein Moment M = —EI w”, dann steht dort ein ¢2
M (2
) = " 2.1
wl) =52 ()= 0), (2.193)
und ist es eine Streckenlast p,
p€4 11
) = 2.194

dann steht dort ein ¢4, denn ET w'" = p.
Wir entdecken das ¢2 der Gleichung (2.192) auch in der Formel

P, b

— == 2.195
Pb a3 ’ ( )

die regelt, wie sich eine Punktlast P = P, + P, auf zwei Balken verteilt, siehe

Bild 2.76.
Eine Steifigkeitsmatrix Ku = f dagegen differenziert und daher finden wir
den inversen‘ Faktor ET/I3 vor einer Balkenmatrix bzw. den Faktor EA/I vor

einer Stabmatrix, w — V bzw. u — N.
Bei dem ,zuriick’ ist es wichtig zu wissen, wie man auf das p gekommen
ist. Man differenziere die Funktion u(z) = sin(7 z/l) zweimal bzw. viermal

= (?)2 sin(rz/l) = p(z) (2.196)

Bz). (2.197)

EIdY = (?)4 sin(m /1)

Einmal ist das Ergebnis die Streckenlast p(z) eines vorgespannten Seils und
einmal ist es die Streckenlast p(z) eines Balkens.

Um w im Punkt = [/2 aus den rechten Seiten p(z) und p(z) zu berechnen,
sind verschiedene Einflussfunktionen nétig, obwohl wir nach demselben
Wert fragen, u(l/2) = sin(0.5 - 7). Wir miissen also wissen, welcher Operator
p aus u erzeugt hat. Wo kommen die Daten her?
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1

Hite Crossing Bridge, Utah

Bild 2.77. Colorado River Bridge, Einflussfunktion fiir ein Biegemoment M (x)

2.28 Historischer Riickblick

Angesichts des heutigen Komforts — ein click auf irgendeinen Punkt eines
Rahmens, siehe Bild 2.77, und es erscheint die gewiinschte Einflussfunktion
— sei daran erinnert, wie man frither Einflussfunktionen berechnet hat, siehe
Bild 2.78; in der Regel mit dem Kraftgroflenverfahren. Zum Moment My am
statisch bestimmten Hauptsystem gehorte eine Einflussfunktion, aber auch zu
jeder statischen Uberzihligen X; und erst der Zusammenklang aller Funktio-
nen ergab dann die Einflussfunktion fiir das Biegemoment

M=My+X{ M +XoMy+... (2198)

Das war eine Sisyphus-Arbeit, denn es waren nicht Schnittgrofien zu be-
stimmen, sondern Biegelinien, Verformungen, deren Verlauf iiber das ganze
Tragwerk zu verfolgen waren. Geringer Trost, dass man Hilfsmittel kannte —
elastischer Schwerpunkt, vo-Gewichte, Mohrsche Analogie etc. — die heute in
Vergessenheit geraten sind. Die drei Bande von Miiller-Breslau sind beein-
druckende Zeugnisse dieser Zeit, [203].
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Bild 2.78. Einflussfunktionen fiir X1, X2, X3 und das Biegemoment, und die
Normal- und Querkraft eines Bogens, Pucher [229] S. 287

2.29 Das Abklingverhalten

Wenn der Tragwerksplaner von seinem statischen Gefiihl spricht, dann
meint er die Einflussfunktionen. Sie dokumentieren nachvollziehbar das Trag-
verhalten einer Struktur. Da, wo ,Material‘ ist, da ist Wirkung. Der leere
Raum tragt nicht. Wirkung verzweigt sich nur lings den Riegeln oder Stielen.

Zum Spreizen eines Querkraft- oder Momentengelenks in einem statisch un-
bestimmten Rahmen benétigt man Energie. Je schneller diese Energie ver-
sickert, desto eher versandet auch die Einflussfunktion. Das entspricht der
Daumentregel: Je mehr Stibe die Umgebung des Gelenks pro m> enthiilt,
desto schneller geht die Energie verloren. 3-D Modelle bremsen also die Fin-
flussfunktionen schneller ab, weil sich die Energie einfach tiber mehr Stdibe
verteilt als bei 2-D Modellen.

Das ist wohl auch der Grund, warum die Positionsstatik auf der sicheren
Seite liegt, denn wenn das einzelne Bauteil, die Platte, die Scheibe, aus dem
Tragwerk herausgelost und fiir sich berechnet wird, dann fehlt die Brems-
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Bild 2.79. Sternférmige Offnung unter Innendruck, Details verschwimmen schnell,
wenn nicht singuldre Punkte Spuren hinterlassen (BE-SCHEIBE)

wirkung der angrenzenden Bauteile. Numerische Untersuchungen bestétigen
diese Vermutung, [173], [174].

Dazu kommt, dass eventuelle Rechenungenauigkeiten — etwa in einem Ein-
spannmoment — lokalen Stérungen gleichen, deren Effekte in einem 3-D Modell
rasch ,versacken‘.

2.30 Prinzip von St. Venant

,Wenn die auf einen kleinen Teil der Oberfliche eines elastischen Kérpers
wirkende Kraft durch ein dquivalentes Kriftesystem ersetzt wird, ruft diese
Belastungsumuverteilung wesentliche Anderungen nur bei den ortlichen Span-
nungen hervor: nicht aber in Bereichen, die grof$ sind im Vergleich zur bela-
steten Oberfliche’, [298].

Dieses Prinzip ist eine direkte Konsequenz der Tatsache, dass Wirkungen
per Einflussfunktionen propagieren, siche Bild 2.79. Einflussfunktionen sind
Skalarprodukte, sind Integrale, die die Belastung p mit einem Kern G(y, )
wichten und der Kern hat (gewohnlich) die Eigenschaft, dass er mit wach-
sendem Abstand vom Aufpunkt gegen null tendiert. Wenn der Abstand nur
grof} genug ist, dann reicht eine Ein-Punkt-Quadratur aus, kann man also
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Bild 2.80. Membran mit beweglicher vorderer Kante. Je kurzwelliger die einge-
priagten Randverformungen sind, desto eher klingen sie ab. Dieser Effekt ist den
Einflussfunktionen geschuldet. Hochfrequente Linienlasten auf einem Flédchentrag-
werk sind wie ,nichts‘ (BE-LAPLACE)



2.31 Fourier 219

die Belastung durch ihre Resultierende ersetzen. Weil nun édquivalente Kréfte-
systeme dieselbe Resultierende haben, wirkt sich ein Austausch in der Ferne
nicht aus.

Daraus folgt im iibrigen, dass die Wirkungen von antimetrischen Lasten,
von Lasten mit null Resultierender, besonders schnell abklingen. Ja wenn die
Einflussfunktionen im Bereich der Belastung ,flach® verlduft, keine Steigung
hat, dann ist der Einfluss sofort null, Symmetrie x Antimetrie = 0.

Antimetrische Belastungen ,differenzieren‘ die Einflussfunktionen.

Zu dem Thema gehort im Grunde auch der Effekt von oszillierenden
Lasten, die die Tendenz haben sich gegenseitig auszuldschen, siehe Bild 2.80
und 2.81.

Es reicht, dass die Last schachbrettartig angeordnet ist und die Lastflachen
gerade die Grofie der finiten Elemente haben, dann sind bei einer Membran
die f; im Innern alle null. Der Algorithmus hat in solchen Fillen einen ,blinden
Fleck‘. Er nimmt die Belastung nicht wahr und kommt auf « = 0.

St. Venant gilt, weil die Losungen von elliptischen Differentialgleichungen
(Standardtyp in der Statik) rasch abklingen, wilhrend sich die Losungen von
hyperbolischen Differentialgleichungen, wie z.B. von Schwingungsproblemen,
lings den Charakteristiken ungehindert fortpflanzen. Auch Kiihlturmschalen
verhalten sich so. Wenn eine windschiefe Gerade um eine vertikale Achse ro-
tiert, entsteht ein Hyperboloid, ein Kiihlturm, und lings den Geraden, den
Erzeugenden pflanzen sich Stérungen von unten nach oben fort. In Wirklich-
keit weichen Kiihltiirme jedoch von dieser idealen Form ab. Kiihltiirme sind
nicht ,durchgéngig’ Hyperboloide, nur im unteren Teil stimmt es.

2.31 Fourier

Beim Blick auf die Bilder 2.80 und 2.81 versteht man, warum Fourier und
das JPEG-Verfahren'! funktionieren, DCT = Discrete Cosinus Transform. Die
hoheren Frequenzen in einer Fourier-Reihe, die kurzwelligen Oszillationen
kommen nicht weit, weil ihre Effekte von den Einflussfunktionen ausgeldscht
werden und darauf verldsst sich Fourier.

Die Zerlegung eines Signals in seine Frequenzen ist das eine, das andere,
nicht weniger wichtig, ist, dass Effekte auf der Uberlagerung des Signals
mit den Einflussfunktionen beruhen. Erst beides zusammen begriindet die
Bedeutung der Fourier-Analysis fiir die Statik.

Die Idee der diskreten Fourier Transformation (Wellenvektoren statt
Wellenfunktionen) ist ja, dass man einen Vektor nach seinen Wellenantei-
len sortiert und dann die kurzen Wellen, die hohen Frequenzen, weglésst. Der

" Beim JPEG-Verfahren (DCT) wird z.B. ein Schwarz-WeiB-Bild in Blocke aus
8 x 8 Pixeln unterteilt und die Grauténe in den 64 Pixeln eines Blocks bilden
einen Vektor, den man Fourier-transformiert und die hohen Frequenzen weglésst.


https://de.wikipedia.org/wiki/K%C3%BChlturm
https://de.wikipedia.org/wiki/Hyperboloid
https://de.wikipedia.org/wiki/Diskrete_Kosinustransformation
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Bild 2.81. Vorgespanntes Seil, a) Einflussfunktion, b) oszillierende Belastung, c)
Durchbiegung, d) zum Vergleich Durchbiegung unter Gleichlast (MATLAB™)

wichtigste Vektor ist der Eins-Vektor w = {1,1,1,...}T, dessen Wirkung, des-
sen Integral einfach die Fliache der Einflussfunktion ist, dann folgen Vektoren,
die ,eingefrorenen‘ Wellen wachsender Frequenz gleichen, deren Wirkung (=
Integral) mit zunehmender Frequenz gegen Null geht, weil sie bei der Uberla-
gerung mit den Einflussfunktionen ausgel6scht werden.

Der eigentliche ,Pfiff* bei der diskreten Fourier Transformation ist die ge-
schickt gewihlte Basis aus Wellenvektoren (,breiten Pinselstrichen‘), die viel
effektiver ist als die ,pointillistische’ Basis aus Euklidischen Einheitsvektoren
e;. Will man einen Vektor u = Z?il u; e; senden, muss man alle 64 Kom-
ponenten u; senden, darf kein u; weglassen, (es konnte ja gerade das hellste
Pixel sein), wihrend Fourier sich auf die ersten 10 Komponenten beschrinken
kann, ohne dass es am anderen Ende der Leitung grof§ auffallt.

Einflussfunktionen haben viel mit Fourier-Analysis zu tun, weil beide
auf Uberlagerung beruhen. Fourier-Analysis entspricht einer Projektion, siche
Bild 2.82, auf die trigonometrischen Funktionen.

Bei der Fourier-Analysis, L = Linge, w = 27/L,
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2.31 Fourier

G(y, z) gespiegelt

G(y,x) - sin(37y)

G(y,z) -sin(6 wy)

ak bk
1 -0.2551 0.1958
2 -0.0945 -0.0253
3 -0.0066 -0.0158
4 -0.0063 0.0110
5 -0.0159 0.0021
6 -0.0056 -0.0056
7 -0.0001 0.0011
8 -0.0047 0.0027
9 -0.0043 -0.0018
G(y,z)-sin(127wy) w=m/2
‘ ‘ ‘ ‘ . 4
0 0.5 1.5 25 3 35
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Bild 2.82. Fourier-Zerlegung der Einflussfunktion G(y,z) in Bild 2.81 a. Die In-
tegrale (dy) der Sinus-Glieder, gelb angelegte Flichen, die zwischen +G(y, z) os-
zillieren, sind die Koeffizienten bg, b12 und b24. Auch wenn es anders aussieht: Das

Verhéltnis der Flichen Gelb zu Weif} ist in jeder Stufe k dasselbe (MATLAB™)
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Bild 2.83. Die Verteilung der ersten 12 Koeffizienten a und by der Einflussfunktion
in Bild 2.81 a, ao/2 = (G, 1)/L = 0.413 = Mittelwert, (MATLAB™)

L L
ay = %/0 f(x) cos(kwz)dx by = %/0 f(z) sin(kwx)dz (2.199a)

f(z) = % + i(ak cos(kwa) + by sin(kwz)), (2.199b)
k=1

wird die Einflussfunktion nach Anteilen cos(kw ) und sin(kw x) zerlegt, die
paarweise orthogonal sind

L
/ cos(kwz) cos(lwzx)dx =0 wenn k # [ etc. (2.200)
0

und wenn man auch die Belastung so zerlegt, Koeffizienten c, dy,, so wird klar:
Eine Belastung kann nur Effekt machen, wenn ihre Frequenzen im Spektrum
der Einflussfunktionen vertreten sind, d.h. wenn die Koeffizienten ap < cg
und by <> di, sich von der Grofle her entsprechen.

Die Einflussfunktion fiir das Seil ist jedoch so einfach gestrickt, dass sie
wenig hohere Anteile enthélt und daher finden die ,hochfrequenten® k kein
passendes k in der Fourier-Reihe der Einflussfunktion, siehe Bild 2.83.

Eine sinusférmige Belastung p(xz) = sin(kwz) hat nur einen Fourier-
Koeffizienten di = 1 und je grofler die Frequenz k ist desto weiter ,auflen’
liegt dy, also dort, wo die Koeffizienten by der Einflussfunktion praktisch null
sind.

Eine am oberen Rand ondulierende Streckenlast wie in Bild 2.84 kann man
also ruhigen Gewissens konstant rechnen, weil die Einflussfunktionen von ei-
nem solchen aufgesetzten ,Zierrat’ wenig bis nichts tibrig lassen.

Der Aufwand, den man bei der Modellierung treibt, sollte mit dem Sensori-
um der Einflussfunktionen konform gehen.

Wenn man die Fourier-Reihen komplex schreibt!?

12 umgekehrt: ay = cx + ¢k, (cos. = sym.), by, =i (cx — c_) (sin. = antim.)
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Bild 2.84. Last mit Wellenschlag

1 1 1
Cco = = Qo ey = = (ap — ibk) c_r = = (ag +ibk) (2.201)
2 2 2
also
Gy, z) = Z e (x) etV p(y) = Z pr ety (2.202)
k=—o00 k=—o0

dann siecht man noch besser, dass aus der Uberlagerung ein Skalarprodukt
wird (pr = konjugiert komplex)

L %)
W= [ Gwapd =1 3 an. (2.203)

k=—o0

wie bei den finiten Elementen, J(u) = g7 f, nur dass die finiten Elementen
eine andere Basis, die ¢;, benutzen und bei der Bestimmung von g = K'j
eine andere Metrik.

Im Komplexen sieht man die Kopplung ci px deutlicher. Je unruhiger die
Belastung ist, desto wichtiger die Rolle der hochfrequenten Terme pj. Nur
dass Fourier lokale Storungen eigentlich nicht kann, denn sie werden iiber das
ganze Intervall verteilt, sind auch da zu spiiren, wo sie eigentlich gar nicht
mehr sind — einen einmal angeregten sinus kann man nicht einfach nach 50
cm ausknipsen — und man fiir die Lokalisierung von Lasten besser Wavelets
benutzt, [267], wenn hohe Anspriiche an die Genauigkeit gestellt werden.

Man sieht aber in Bild 2.85, dass auch hier die Einflussfunktionen, wie im
Fall der ondulierenden Linienlast, ihr Gutes tun und die Wirkung der nicht
abstellbaren Oszillationen weitestgehend unterdriicken. Das Auf und Ab irri-
tiert beim Blick auf den Bildschirm, aber in der linearen Statik und Mechanik
ist jedes Ergebnis eine gewichtete Summe, ein Skalarprodukt (G, p) und p
alleine, also hier die ,Welle* py,, ist nur die ;halbe Miete*.

Einflussfunktionen wirken wie ein Filter auf Fourier-Reihen und Einfluss-
funktionen sind ,immer‘ eingeschaltet, sie sind der ,Geist‘ in der Maschine.

Fourier-Reihen sind beliebte Ansétze fiir lineare Differentialgleichungen,
wie —u” = p, und weil die rechte Seite —uj = pj, eine Fourier-Reihe ist, ist die
Diampfung der Oszillationen von pj, (ihrer Wirkungen) durch die Greenschen
Funktionen (uj und pp, sind Fourier-Reihen, Gy ist es nicht)


https://de.wikipedia.org/wiki/Wavelet
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Bild 2.85. Fourier
Approximation einer
kurzen Streckenlast
(MATLAB™)

0 1 2 3 4 5 6 2m

l
up(r) = /O Go(y, =) pr(y) dy (2.204)

ein willkommenes Plus fiir die Fourier Analysis.

Ahnliche Situation: Ist die regulire Matrix Ku = f symmetrisch und die
rechte Seite f = fiv; + ...+ fpv, eine Entwicklung nach den Eigenvektoren
v;, (alle Eigenwerte \; > 0), dann ist die Losung

1
u= Z /Tifi v, (2.205)

ein geddmpftes (1/);) Echo der rechten Seite. Jeder Einfeldtriger steht prak-
tisch unter dem Diktat seiner Eigenfunktionen sin(jmxz/l).

2.32 Nichtlineare Effekte

Eine Wandscheibe ist kein Fluid, sondern sie wird, auch wenn man sie
nichtlinear rechnet, in groffen Teilen wie eine lineare Scheibe tragen, siehe Bild
2.86. Die Nachverfolgung von nichtlinearen Effekten auf Grund von gerissenen
Zugzonen oder plastifizierter Bewehrung in hochbeanspruchten Ecken ist sehr
aufwendig und bleibt Spezialuntersuchungen vorbehalten. Meist konzentriert
sie sich ja auch nur auf die Modellierung des Zusammenwirkens von Beton
und Stahl, [104].

Im Grunde hat man als Laie (Nicht-Massivbauer) immer die Taylorreihe

Flo+ Az) = f(@) + F(z) Az + %f”(az) Avt ... (2.206)

vor Augen und fragt sich, ob die ,hoheren Terme‘ den Aufwand wert sind.
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Bild 2.86. Das Verschiebungsfeld w(x) einer Scheibe und die zugehorigen Span-
nungen, LF g + Randlasten, (BE-SCHEIBE, BSP6)

Machen wir ein Modell: In der Ecke einer Offnung plastifiziert der Stahl
und wir modellieren diesen Bereich, indem wir den E-Modul in den drei,
vier Elementen in der Ecke um 90 % reduzieren. Wir rechnen also weiter-
hin linear-elastisch und konnen so den Effekt der Steifigkeitsédnderung mit
Gleichgewichts-Kriften f1 in den Ecken der betroffenen Elemente modellie-
ren. Nach allem, was wir in Kapitel 5 iiber die Kréfte f* sagen, diirfte zu
vermuten sein, dass die Fernwirkung der Krifte gering ist.

Bei linearen multifield problems, wie solche Probleme heute heiflen, kann
man alles auf die Krifte f* zuriickspielen. Bei nichtlinearen Problemen geht
das nicht mehr, aber wenn wir die obige Taylor-Reihe anschauen und das
,nichtlinear’ mit den quadratischen und héheren Termen identifizieren, dann
sollte zu vermuten sein, dass die Kréfte f* zumindest in erster Niherung das
Modell gut beschreiben. Die Frage ist also: Wie pflanzen sich bei nichtlinearen
multifield problems die Ergebnisse fort? Welchen Einfluss hat die Numerik
in der Zone A auf die Ergebnisse in der Zone B? Wie nichtlinear sind die
nichtlinearen Effekte? Und generell ist die Frage: Um wieviel #ndern sich die
Lagerkriifte oder die Schnittkrifte, wenn man nichtlinear rechnet?

2.33 Eigenlosungen

Eine Kurve w ist eine Eigenlosung der Differentialgleichung zum Eigen-
wert \, wenn

—w" = Aw. (2.207)
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Die Seilkurve in Bild 2.81 ¢

w()

eingesetzt in die Differentialgleichung ergibt

=92 sin(3 7 x) (2.208)

—w"(z) =sin(37z) =971 w. (2.209)

Sie ist also eine Eigenlésung mit dem Eigenwert A = 972

Weil es eine Eigenlosung ist, muss bei der Uberlagerung von p = Aw mit
der Einflussfunktion Go(y, ), dem Dreieck in Bild 2.81 a, die Funktion selbst
herauskommen

w(ac)z/o Go(y,z) Aw(y) dy . (2.210)

Der Kern A Go(y, x) gleicht in seiner Wirkung auf die Eigenlésung also dem
Dirac Delta

l l
w(z) = / 5y — =) wly) dy = A / Goly, =) w(y) dy. (2.211)

Der Mathematiker wird natiirlich sagen, das ist evident, denn weil Gy die
Losung von —G{ = 6(y — ) ist, ergibt die partielle Integration von (2.210)
genau dieses Resultat.

Das muss im {ibrigen fiir alle linearen, selbstadjungierten Differentialgleich-
ungen L u = p gelten: Die Eigenlosungen, L u = A u, iiberlagert mit der Ein-
flussfunktion A Go(y,x) miissen gerade u ergeben

!
u(z) = )\/0 Go(y,z)u(y)dy . (2.212)

Und was man an Bild 2.81 auch sieht ist, dass durch das Hochintegrieren der
Belastung

1 1
p(z) = sin(nx) — u(z) = 3 sin(nx) - T (2.213)
die Auslenkung ,quadratisch® geddmpft wird. Je hoher die Frequenz desto
kleiner die Auslenkung. Beim Balken betrigt das Dampfungsmafl n*.
Die trigonometrischen Funktionen cos(nz) und sin(nz) sind Eigenlésungen
der Stab- und Balkengleichung.

2.34 Eigenlosungen und Greensche Funktionen

Wir wollen kurz an die lineare Algebra erinnern. Es sei K, «, eine re-
guldre symmetrische Matrix mit n unterschiedlichen, orthogonalen Eigenvek-
toren v; mit der Linge |lv;|| = 1 und S sei die Matrix der Eigenvektoren.
Dann kann man K in eine Diagonalmatrix D iiberfithren
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Bild 2.87. Genéiherte
0 /2 T GF eines Seils

S'KS=D (87 = 8T wegen Orth.) (2.214)

auf deren Diagonalen die Eigenwerte \; stehen. Wechselt man also im R"
von der euklidischen Basis zur Basis der Eigenvektoren, dann entspricht dem
Gleichungssystem Ku = f das System D@ = f, wenn @ = S 'u und
f = 87'f die Vektoren in der neuen Basis sind und die Inverse ist eine
Diagonalmatrix mit den Eintréigen 1/A;. Zur rechten Seite f = Y, f; v; gehort
also die Losung @ =Y, f;/\; vi.

Wesentlich an dieser Stelle ist, dass man K und die Inverse K ! als eine
Entwicklung nach den Eigenvektoren schreiben kann

K:zn:/\l'ulvlT Kil :zn:
i=1 i=1

| —

v; ’U;-T

(n Matrizen = Spalte x Zeile)

>

g

(2.215)

und das macht deutlich, dass man umgekehrt die Greenschen Funktionen aus
den auf 1 normierten Eigenltsungen ;(z)/+/(¥;,%;) und den Eigenwerten
A; entwickeln kann

siehe Green’s function auf Wikipedia. So sind die Funktionen v;(x) = sin(jz)
Eigenlosungen der Seilgleichung, [0, 7] ist das Seil,

—(sin(j 2))” = j%sin(j z) /07T Y de =7/2 (2.217)

mit \; = 42 und die ersten fiinf Funktionen ergeben die Niherung in Bild
2.87.

2.35 Theorie II. Ordnung

Die Differentialgleichung fiir den Balken nach Theorie zweiter Ordnung
lautet

EIw' (z) + Pw"(x) = p(x) (2.218)


https://en.wikipedia.org/wiki/Greens_function
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Bild 2.88. Theorie II. Ordnung, a) Druckkraft P, b) Einflussfunktionen fiir w’(l)
und c) fiir w(l)

hierbei ist P der Absolutwert der Druckkraft in dem Balken und p(z) die
Streckenlast, siehe Bild 2.88 a. Dies ist eine lineare, selbstadjungierte Differen-
tialgleichung vierter Ordnung mit konstanten Koeffizienten, aber das Problem
ist, dass der Koeflizient P Lastfall abhéngig ist und daher héingt die Einfluss-
funktion von P ab.

Je mehr P sich der Knicklast Pg,.; ndhert, desto mehr wolben sich die
Einflussfunktionen fiir die Verdrehung am Balkenende, Bild 2.88 b, bzw. fiir
die Durchbiegung, Bild 2.88 ¢, auf.

Diese Abhangigkeit von der Normalkraft N in den einzelnen Stielen ist der
Grund, warum es nicht moglich ist, Einflussfunktionen fiir z.B. Hochregal-
lager anzugeben. Erst muss die Gleichgewichtslage des Regals nach Theorie
erster Ordnung gefunden werden und dann kann man diese Losung iterativ
korrigieren.

Im Prinzip ist die Theorie zweiter Ordnung ein nichtlineares Problem,
wo die Liangsverschiebung u(z) und die seitliche Auslenkung w(z) gemifl den
beiden Gleichungen
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Bild 2.89. Theorie II. Ordg. mit finiten Elementen, a) die Knicklast und die erste
Eigenform, b) die duBeren Krifte hinter der Eigenform

/
—EA (u' + % (w')2> =P (2.219a)

/
EIw'V — (EA(u’ + % (w')?) w'> =p. (2.219b)

miteinander verkniipft sind, siehe Kapitel 8.4.

Nur wenn die Normalkraft
1
3 (w")?) (2.220)
konstant ist und ihrer Grofle nach bekannt ist, kann dieses System auf die
eine Gleichung (2.218) reduziert werden. Man beachte, dass ein negatives N
ein positives P in (2.218) ist.

Die homogene Losung der Differentialgleichung (2.218) lautet

N=FEA( +

wp () =1 sin(s%)Jch COS(S%)+63€%+C4 e=I\/P/EI. (2.221)

Ist die Langskraft eine Zugkraft Z, dann lautet die Differentialgleichung
EIw'V(z) — Zw"(z) = p(x) (2.222)
und die homogene Lésung ist, siehe [219] S. 188,

wp () = ¢ sinh(e %) + ¢2 cosh(e %) + 035% +ca e=I\/Z/EI.
(2.223)
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i )

Bild 2.90. Ein Viel-
eck ist nicht ganz so
labil wie ein Kreis

Unter Zug ist die Differentialgleichung (2.222) des Balkens dieselbe, wie bei
einer Zugbandbriicke, Z = H, siehe (1.69). Theorie II. Ordnung ist also Rech-
nen mit einem ,zug- und druckfesten‘ Seil, das durch den Balken gezogen
wird.

Bei Knickproblemen ist die rechte Seite der Differentialgleichung (2.218)
null und daher entféllt in dem Ausdruck der potentiellen Energie das Lastin-
tegral (p,w)

1t M2
T(w) = 5/0 (5 — Pla) (uf (2)?) (2.224)

Im Grundzustand, w = 0, wie auch im ausgeknickten Zustand ist die poten-
tielle Energie null, und daher ist der Quotient

1 (M, M)
T EI (v, w)

Rayleigh-Quotient (2.225)

gleich der Knicklast. Der erste Integrand ist ja die Biegeenergie und der zweite
Integrand ist die Verzerrungsenergie in dem ,gedriickten Seil‘ — die ausgelenk-
te Achse des Balkens ist das Seil — und im ausgeknickten Zustand sind diese
beiden gleich grof3, halten sie den Balken in der Schwebe, solange kein Wind-
hauch das prekére Gleichgewicht stort.

Ist dagegen P < Py, dann treiben die Riickstellkréifte den Balken bei
jedem Auslenkversuch in die Ruhelage w = 0 zurtick.

Mit finiten Elementen konstruiert man eine Teilmenge V, C V, d.h. man
macht fiir die Knickfigur den Ansatz wj, = ), w;y;, aber in der Regel mit
den Einheitsverformungen des Balkens nach Theorie I. Ordnung (!).

Nun gilt fiir die exakte Knickfigur w = wg,;+ wegen (2.218), es ist ja p = 0,
dass ihre rechte Seite orthogonal ist zu allen Ansatzfunktionen ¢; € V,

/ BTV (2) 4 Pu(2)) ordz = 0. (2.226)
0
0

Wird dieses Integral partiell integriert, so folgt, weil die Ansatzfunktionen
w; € Vy, die Lagerbedingungen erfiillen, dass auch die Wechselwirkungsenergie
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zwischen w und den Ansatzfunktionen null sein muss
l
a(w,p;) = / [EIw"¢! — Pw'y]de =0 i=1,2,...,n. (2.227)
0

Dies versuchen wir mit der FE-Lésung wy, nachzubilden: Wir stellen die FE-
Losung so ein, dass dies auch fiir die FE-Knickfigur gilt, und wir werden so
auf das lineare Gleichungssystem

(K-P-Kg)w=0 (2.228)

fiir die Knotenverformungen w; gefiihrt mit den Matrizen

! !
k ij :/0 EI o} o dz k% :/0 ol phdr. (2.229)

Die triviale Losung wiare w = 0, was bedeuten wiirde, dass der Balken nicht
ausknickt. Da auf der rechten Seite der Nullvektor steht, kann es eine Losung
w # 0 nur dann geben, wenn die Determinante des Gleichungssystems null
ist

det (K —P-Kg) =0. (2.230)

Die kleinste positive Zahl P > 0, fiir die dies gilt, ist die gendherte kritische
Knicklast P}l ,,. Die Komponenten w; des zugehorigen Eigenvektors w des
Systems (2.228) sind die Knotenwerte der FE-Knickfigur wy,.

Dass die Knicklast P ., auf der unsicheren Seite liegt, also zu hoch ausfllt,

folgt aus der Tatsache, dass die Knickfigur wy,;; den Rayleigh-Quotienten
auf V zum Minimum macht und das Minimum gerade Pj;; ist

l
BI(wyyi)* do

l
/ (w;crit)Z dzx
0

Bildet man diesen Quotienten mit dem FE-Ansatz nach, so fiihrt dies genau
auf (2.228). Weil aber das Minimum auf der Teilmenge V}, immer grofier ist
als das Minimum auf der ganzen Menge V ist P]?m > Prrit-

Anders als sonst, ein Riegel = ein Element, muss man bei einer Berechnung
nach Theorie II. Ordnung die Riegel und Stiele in vier bis sechs Elemente
unterteilen, weil die FE-Programme mit einer gen&herten Steifigkeitsmatrix
rechnen, siehe Kapitel 9.42; denn technisch sind die shape functions @; in
(3.62) keine homogenen Losungen der Differentialgleichung (2.218). Das sieht
man in Bild 2.89.

Eine FE-Berechnung des Trégers mit zwei Elementen lieferte die kritische
Knicklast

Perit = (2.231)
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?y by
o] -0.6
0.2
-0.4
0.4
0.6
-0.2
0.8
1 0
0 1 2 3 4 0 1 2 3 4
by b,
o] 0
0.2
0.2
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Bild 2.91. Die Einheitsverformungen des gedriickten Balkens, Th. II. Ordg., unter-
scheiden sich optisch nicht von den ¢; der Th. I. Ordg. (MATLAB™)

Prrit = 16.48 % exakt = 12.7 % (2.232)
und die Eigenform in Bild 2.89 a. Setzen wir die FE-Losung wy, in die Differen-
tialgleichung (2.218) ein und beachten noch die Spriinge in den Schnittgréfen
an den Knoten, so erhalten wir den in Bild 2.89 b dargestellten Lastfall py,.
Dieses Bild ist allerdings nur eine Momentaufnahme, gibt nur einen qualita-
tiven Eindruck, denn der Lastfall py ist im Grunde beliebig skalierbar, weil
jedes Vielfache der ,Knickfigur’ wj, auch wieder eine mogliche ,Knickfigur ist.

Wir erkennen an Bild 2.89 b, dass Streckenlasten nétig sind, um den Balken
in der ausgeknickten Lage zu halten. Das ist gleichbedeutend damit, dass der
unverformte Balken von den dazu inversen Kriften am Ausknicken gehindert
wird. So kann man sich erkliaren, dass die Knicklast grofler ist als bei der
exakten Losung, wo ja keine Haltekrifte zu iiberwinden sind, [219].

Sinngem#fl dasselbe Phinomen erleben zwei Artisten, siehe Bild 2.90. Der
Artist auf dem perfekt runden Kreis befindet sich im labilen Gleichgewicht,
withrend sein Kollege davon profitiert, dass die Ecken des Vielecks seine Dre-
hung behindern und damit seine Lage etwas stabilisieren.

2.35.1 Shape functions

Will man exakte Ergebnisse haben, dann muss man mit den exakten shape
functions rechnen. Die Einheitsverformungen ¢;(x) des gedriickten Balkens
lauten, siehe Bild 2.91, [109] p. 287,
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o1 (z) = % [sin(e) (bs(x) — by (x) — &) + (1 — cos(e)) (ba(w) +1)]  (2.233a)
o) = - [sin(e) (b (x) — ba(a) +1)

+ (cos(e) — 1) (b1 (x) + bs(@)) + & cos(e) (ba(x) — 1)] (2.233b)
p3(x) = %[Sin(s) (b1(x) — b3(x)) + (1 = cos(e)) (1 — ba(x))] (2.233¢)
pa(r) = - [(sine) — <) (ba(x) — 1) + (1 — cos(5)) (ba(z) — bs(a))]

(2.233d)
mit

m=[2(1—cos(e)) —esin(e)], e=I1\/P/EI (2.234)

by(z) = sin(ETx), ba(z) = cos(ETx), bs(z) = ET”” . (2.235)
Damit kann man jede homogene Losung von (2.218) darstellen
W (@) = uy 1() + uz @a(2) + uz 93(x) + us pa(z) (2.236)
mit wy = w, (0), uy = —w!, (0), uz = wy (1), ug = —w,(1).
2.35.2 Steifigkeitsmatrix
Mit den obigen Einheitsverformungen erhilt man dann aus
ki = alpi ;) = / (BIG ) — Pla) () o) (@) da (2.237)

die Steifigkeitsmatrix des Druckstabs nach Th. II. Ordg.
20A+B)—¢* —(A+B)l —2(A+B)+¢e?> —(A+B)l

G 2(A+B)—52 (A-I—B)l
sym. AP
(2.238)
mit
_ e(sin(e) — € cos(e)) B e (e — sin(e))
A= 2(1 —cos(e)) — € sin(e) B = 2(1 — cos(e)) — e sin(e) - (2.239)

Fiir den Zugstab, es ist dann € = I/ Z/EI, lauten die beiden Konstanten

4 € (sinh(e) — € cosh(e)) B e (e — sinh(e))
2 (=14 cosh(g)) — € sinh(e) 2 (=14 cosh(e)) — € sinh(e)

(2.240)
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siehe [109] p. 288.
2.36 Plattenbeulen

Das Beulen von Platten ist ein komplexes Thema und fiir eine umfassende
Darstellung miissen wir auf Petersen verweisen, [219]. Wir wollen hier nur das
Beulen von Rechteckplatten betrachten, das nach Petersen auf die Differen-
tialgleichung

K AAw — (Np W5 +2 Ngy W,y +Ny W,y ) =0 (2.241)

fithrt, [219] S. 783. Das ist die Plattengleichung plus den Beitrdgen aus den
Normalkréften, die zusammen mit den Querkréften dann die Transversalkréfte
in der Platte bilden. Die Ahnlichkeit mit der Differentialgleichung nach Theo-
rie II. Ordnung ist evident.

Wir miissen hier auch nicht die ganze Greensche Identitét dieser Gleichung
ausrollen, sondern es reicht, wenn wir uns mit dem Teil beschéftigen, der
hinzugekommen ist.

Die Uberlagerung des Scheibenanteils, wir nehmen an, dass die Normal-
krafte konstant sind, mit einer Verriickung dw und partielle Integration ergibt

/ — (Np W20 +2 Npy W,y +Ny W,y ) 6w df2
Q
= / —(Ng w,z Ny + Nyy W,y Ny + Ny w,g 0y + Ny w,y ny) dwds
r

+ / (Ng W,z 0W, 5 +Nyy W,y SW,5 +Nyy W,g 0W,y +Ny w,y dw,y, ) di2 .
19,

arr(w,dw)
(2.242)
Die gesamte Wechselwirkungsenergie lautet daher, wenn
ar(w,dw) = / (Mg OW 30 +2 Mgy SW, 3y +Myy SW,y, ) dI2 (2.243)
¢
die Wechselwirkungsenergie der ,reinen‘ Platte ist
a(w, dw) = ar(w,dw) + arr(w, dw), (2.244)

und dieser Zweiteilung entspricht die Zweiteilung der Steifigkeitsmatrix in die
Matrix K der Kirchhoffplatte plus der geometrischen Matrix K g

Ky =K+a-Kg, (2245)

wobei a der Skalierungsfaktor ist, der dann als Eigenwert die kritische Beullast
bestimmt, [168].
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Bild 2.92. Einfach sym-
metrischer Querschnitt und
Bezeichnungen beim Biege-
drillknicken, nach Petersen
[219]

2.37 Biegedrillknicken

Wir beschranken uns auf den Fall, dass der Stab keine Querbelastung trégt.
In der Notation von Petersen, [219] S. 673, lautet das Gleichungssystem

EL oY +Pv" =0 (2.246a)
ELu'Y + Pu" +P(a—yy)9' =0 (2.246b)
ECy 9" + [P (i3, +a(r, —2ynm)) —G Jp] 9" + P (a —yu)u” = 0.
B
(2.246¢)

Es ist v die Durchbiegung, u die Verschiebung in z-Richtung, also die seitliche
Ausweichbewegung, und ¢ ist die Verdrehung, siehe Bild 2.92.

Die linke Seite sind drei Ausdriicke Lj(w), Lo(u) und Lz(u) angewandt
auf das Vektorfeld u = {v,u,9}T. Wir testen die drei Gleichungen mit einer
virtuellen Verriickung du = {dv, du, 69}T

(Lu,du) := /Ol(Ll(u) 0v + La(u) du + L3(u) §9) dx . (2.247)

Partielle Integration des Integrals fithrt dann auf die erste Greensche Identitét
C///(u, d0u) = (L u,du) + [Randarbeiten] — a(u, du) = 0. (2.248)

Primér interessiert uns die Wechselwirkungsenergie
a(u,du) = ar(u,0u) + arr(u, du). (2.249)

Das erste Integral ist die Wechselwirkungsenergie aus den vierten Ableitungen,
die wir vom Balken her kennen, plus dem Beitrag (nach part. Integration)
(-G Jp ¥, 6¢) aus der dritten Gleichung

!
ar(u, du) = / (ELv" 6v" + EIyu" 6u” + ECp 9" 69" — G Jp 9'69') dx .
0
(2.250)

Die Eintrége in dem zweiten Integral kommen von den Termen in (2.246), die
mit der positiv genommenen Druckkraft P behaftet sind



236 2 Der Satz von Betti
1

arf(u,6u) = — P [ [v/ 60" +u' 0u' + (a — ypr) 9 6u' + B9 6
0

+ (@ —yp)uw' 89 dx . (2.251)

Die Bestimmung der kritischen Knicklast P mit finiten Elementen fithrt dann
auf das Gleichungssystem

K]]UZ(K—PKg)UZO, (2252)

wobei K auf (2.250) basiert und K ist die geometrische Matrix, die auf
(2.251) beruht (ohne den Vorfaktor —P). Beide Matrizen sind symmetrisch.
Die Randarbeiten, die zu den drei Gleichungen (2.246) gehéren, lauten

[~ELv" §v — Pv' dv + ELv" §v']} (2.253a)
[~ETW" du — P du+ EI,u" 6u' — P (a—yar) ¥ Sul} (2.253b)

[—ECy0" 60 — PBY 89 + ECy 9" 69 — P (a— yar) u'60 + G Ip 9 69}
(2.253¢)

In der Summe bilden sie die [Randarbeiten] in der obigen Gleichung (2.248).

Bemerkung 2.10. Eine positive zweite Ableitung
l l
/ u" Sudr = [u'Sul}) —/ u' 6u' dx (2.254)
0 0

ergibt

! Lol
C(u, bu) = / u” Sudx 4 [—u'du)l) — —/ v du' dz =0 (2.255)

0 0
a(u,du)

und das soll das Minus vor dem P in (2.251) und (2.252) erkldren.
Zum Vergleich das ganze mit negativer zweiter Ableitung

! l
/ —u" Sudr = [~/ Su)) —l—/ o du’ dx (2.256)

0 0

also

] l !
C(u,bu) = / —u” Sudz + [u'du]} — / ' du'dr=0. (2.257)

0 0

a(u,0u)

So kommt auch das —P in die Gleichung K;; ~ K| — P K der Theorie II.
Ordnung.
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2.38 Videos

Das erste Video stellt in lebendigen Bildern das Thema Biegedrillknicken
vor. Das hat uns animiert nach weiteren Statik-Videos zu fahnden. So kam
diese kleine Sammlung zustande.

Open Beams have a Serious Weakness

Shear in Beams Model

Structural Shapes Ranked and Reviewed - Which one Wins?
The Challenge of Building Tall Structures

The actual reason for using stirrups explained

Failure of concrete anchors explained

Building Massive Concrete Structures

Which Buildings are Safe in an Earthquake?
Understanding the soil mechanics of retaining walls

The Secret to the Truss Strength!

Geotechnical Analysis of Foundations

Understanding why soils fail

"Soilerete’ (Soil reinforcement)

ARCH 348 Lecture 6 High Rises

ARCH 348 Lecture Ola Introduction to Structural Materials 1
ARCH 445 Lecture Ola Long Span Intro a

Plate Bending

Understanding Failure Theories (Tresca, von Mises etc...)
Understanding the Finite Element Method

Finite element method - Gilbert Strang


https://www.bing.com/videos/search?q=Timoshenko+beam&&view=detail&mid=0268CE55294DAAE8961F0268CE55294DAAE8961F&&FORM=VRDGAR&ru=%2Fvideos%2Fsearch%3Fq%3DTimoshenko%2520beam%26%26FORM%3DVDVVXX
https://www.bing.com/videos/search?&q=Timoshenko+beam&view=detail&mid=0F0786B353D00AB02F160F0786B353D00AB02F16&FORM=VDRVSR&ru=%2Fvideos%2Fsearch%3Fq%3DTimoshenko%2520beam%26%26FORM%3DVDVVXX&ajaxhist=0
https://www.bing.com/videos/search?q=structural+shapes+ranked+and+reviewed&&view=detail&mid=3F196AB2781E998FB4203F196AB2781E998FB420&&FORM=VRDGAR&ru=%2Fvideos%2Fsearch%3Fq%3Dstructural%2Bshapes%2Branked%2Band%2Breviewed%26qpvt%3Dstructural%2Bshapes%2Branked%2Band%2Breviewed%26FORM%3DVDRE
https://youtu.be/mGe9zjwK2gQ
https://youtu.be/KEu7KUpCX0g
https://youtu.be/bOjYQZtA3xY
https://youtu.be/8d2uH2DwKGM
https://youtu.be/kw5epxOaSvU
https://youtu.be/YtQ9ubNbytE
https://youtu.be/8YGhU8C2BEw
https://youtu.be/KgKW10iA_4w
https://youtu.be/5iROUI49Cjw
https://www.wsj.com/video/series/in-depth-features/how-this-construction-technique-prevents-skyscrapers-from-sinking/F6EB16AF-2D91-4413-BBCA-76E2702F634C?mod=automatedsf_trending_now_video_pos3
https://youtu.be/6EQpM2JcnVM
https://youtu.be/GUefIY75Jnc
https://youtu.be/vJwwb6J0ppA
https://youtu.be/3HE3A_vUZnw
https://youtu.be/xkbQnBAOFEg
https://youtu.be/GHjopp47vvQ
https://youtu.be/WwgrAH-IMOk
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Linear Algebra Lecture 1 - Gilbert Strang

Mit den finiten Elementen ist die lineare Algebra ein Teil der Statik ge-
worden und der letzte link weist auf das erste Video aus der berithmten Serie
Linear Algebra von Gilbert Strang am Massachusetts Institute of Technology.

Das MIT hat einen Teil seiner Kurse unter dem Titel OpenCourseWare
(OCW) ins Internet gestellt.


https://ocw.mit.edu/courses/18-06-linear-algebra-spring-2010/resources/lecture-1-the-geometry-of-linear-equations/
https://ocw.mit.edu/
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Finite Elemente

Unsere Tragwerke sind Maschinen, Getriebe, Mobiles, die sich — ohne
dass es der Passant, der an dem Haus vorbeigeht, ahnt — stédndig bewegen,
standig ihre Gleichgewichtslage d&ndern. Es ist ein permanenter Balance-
akt, bei dem die Krifte nach Mafigabe der Einflussfunktionen, also der Ki-
nematik des Tragwerks, ihren Ausgleich finden, denn Gleichgewicht bedeutet,
wie die Marktfrau auf dem Wochenmarkt weifl; dass die Arbeit der Gewichte
auf den beiden Seiten einer Waage gleich ist.

Das Tragwerk in der Préisentation des Architekten mag zwar hiibsch ausse-
hen, aber es lebt nicht. Das schaffen erst Bauingenieure, die das Tragwerk mit
finiten Elementen nachbilden und so aus der Skizze etwas lebendiges machen,
das sich verformen und bewegen kann, denn die Kinematik eines Tragwerks
bestimmt die Krifte.

Statik ist Kinematik und finite Elemente heifit Bewegung, heifft Leben.

Natiirlich, das FE-Modell gleicht eher einer Gliederpuppe, einer Marionet-
te, als der wahren Gestalt, but even this hampered, restrained structure hat
schon genug Leben in sich, um dem Ingenieur einen Eindruck von der Vertei-
lung der Krifte zu geben.

Ist das Modell einmal konstruiert, lenkt der Ingenieur die Knoten nachein-
ander einzeln aus, u; = 1, das sind die shape functions y;, merkt sich welche
Krifte dazu notig sind, das sind die shape forces p;, und kombiniert diese
Lastfille p; so, dass der FE-Lastfall p, = )", u; p; bei jeder Test-Verriickung
w; wackeldquivalent zum Original-Lastfall p ist

IWe(p, pi) = OWe(pn, ¢i) fiir alle ¢; . (3.1)

Diese Gleichungen sind mit dem System Ku = f identisch. Jeder Gestalt
u des Tragwerks entspricht ein Satz p, von Kréften — das sind die Kréfte,
unter derer Last das Tragwerk die Gestalt w annimmt — und es gilt den Satz
pr, zu finden, der wackeldquivalent zum Original ist. So wird mittels (3.1) die
Gleichgewichtslage u bestimmt. Es ist die Logik der Marktfrau.
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Bild 3.1. Farbprofil der Spannungen o4, (LF g) in einer Wandscheibe, die zwischen
zwei Querwiinden hiingt, Hauptspannungen s. Bild 9.5 (MATLAB™ PDE Modeler)

Was wir hier im Vorgriff dargestellt haben, wird im folgenden sicher deutli-
cher werden. Zu Beginn jedoch wollen wir die finiten Elemente ganz klassisch
iiber das Prinzip vom Minimum der potentiellen Energie einfiihren.

3.1 Das Minimum

Das Prinzip vom Minimum der potentiellen Energie besagt, dass die
Gleichgewichtslage eines Tragwerks die potentielle Energie des Tragwerks zum
Minimum macht. Zur Konkurrenz zugelassen sind bei diesem Wettbewerb alle
Funktionen, die die Lagerbedingungen des Tragwerks einhalten. Man nennt
diese Menge iiblicherweise V (wie ,Vorrat').

So ist die Biegelinie des Seils in Bild 3.2 ¢

—Huw"(x)=p(x) w(0)=w()=0  H = Vorspannung in dem Seil

(3.2)
der Sieger, wenn es darum geht, die potentielle Energie des Seils
1 l V2 l
II(w) = = / — dx — / p(x)w(x)de  (V=Huw) (3.3)
2 ) H 0

unter allen Funktionen, deren Durchbiegungen in den Aufhéngepunkten null
sind, w(0) = w(l) = 0, zum Minimum zu machen.

Nun ist der V zu gro, um darin auf gut Gliick w(z) zu finden, und so
beschrinken wir die Suche auf einen endlichdimensionalen Teilraum V), C



3.1 Das Minimum

FEM 2.5

exakt 2.75

243

Bild 3.2. FE-Berechnung eines Seils, a) System und Belastung, b) hat functions, c)
FE-Lésung wy, (z), d) Vergleich w(z) und wy, (z) und K (MATLAB™ heatmap (K))
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V und erkldren den Sieger w; des Wettbewerbs um das Minimum auf diesem
Teilraum als die beste Ndherung. Dies nennt man das Verfahren von Ritz.

Der Wettbewerb beginnt damit, dass wir das Seil in mehrere finite Elemente
unterteilen. Das ist einfach ein Stiick Seil, (so sieht es der Ingenieur), bzw. ein
Stiick der z-Achse, (so sieht es der Mathematiker) auf dem zwei lineare Funk-
tionen definiert sind, die sogenannten Element-Einheitsverformungen, die die
Auslenkung des linken bzw. des rechten Knotens des Elements beschreiben.
Indem man nun diese Verformungen iiber die Elementgrenzen hinweg fort-
setzt, kann man hat functions konstruieren. Das sind stiickweise lineare
Verldufe ¢;(z), die in dem Knoten z; den Wert 1 haben und zu den beiden
Nachbarknoten hin auf null abfallen, siehe Bild 3.2. Sie stellen die Einheits-
verformungen der Knoten dar, sie sind die shape functions.

Die Einheitsverformungen der vier Innenknoten bilden in der Summe den

FE-Ansatz

wp () = w1 1(7) + wa p2(x) + w3 P3(7) + wa pa(z), (3.4)

und wir bestimmen die Knotenverschiebungen w; so, dass die FE-Losung die
potentielle Energie

1
1
(wp) = / H (w})? dx —/ pwp, dx = §wTK'w —fTw (3.5)

auf Vp,, das ist die Menge aller Seilecke, die sich mit den ¢;(z) darstellen
lassen, zum Minimum macht.

Der Ansatz (3.4) gewinnt den Wettbewerb um das Minimum, wenn die
Ableitungen 91T (wy)/Ow; = 0 fiir ¢ = 1,2, 3,4 null sind, wenn also der Vektor
w (die ,Adresse’ des Ansatzes auf Vj,) dem Gleichungssystem Kw = f,

2-1 0 0] [w 1

H|-1 2-1 0| |wa| |1

1. 0-1 2-1 ws |~ (1] (3.6)
0 0-1 2| |wy 1

geniigt. Die Elemente k;; der Steifigkeitsmatrix K sind die Wechselwir-
kungsenergien zwischen den Ansatzfunktionen

VV

!
ku=d%wﬁ=éfﬂﬂ@%@mw= (3.7)

0

und die dquivalenten Knotenkrifte f; = 1 auf der rechten Seite sind die
Arbeiten der Belastung auf den Wegen ¢;, also die Integrale

l
ﬁ=Apr@Mw (3.8)

Das System Kw = f hat die Losung (I = H = 1)
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NSO %
| 5% 1.0 :
i J Aufpunkt 1
b e 2 BN o o o
0.8
_;N N A=20 (Fliche)
mit Spitze

Gy, x1) 1. EF = exakt

Aufpunkt 2

. 0.5* _/+0.5
X

N4, = 2.5 statt 2.75

7 ..
es fehlt die Spitze Gh(y’ xQ) 2. EF ~ gendhert

¢ J Aufpunkt 2
d O -x 8.

0.7 0.9
N A =275
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hier ist die Spitze da 2. EF = exakt

Bild 3.3. FE-Modell eines Seils, a) Ansatzfunktionen, b) Einflussfunktion (EF) fiir
w(z1) und c) fiir die Durchbiegung w(z) im Zwischenpunkt, d) die exakte Einfluss-
funktion fiir w(x)

l l
1U1=’LU4=2'§ 1U2=’LU3:3'ﬁe,
und damit stellt das Seileck in Bild 3.2 ¢
wp(x) =2 p1(x) +3-v2(z) + 3 - p3(x) + 2 - pa(x) (3.10)
auf V, die beste Annéherung an die wahre Biegelinie w(z) dar.

3.2 Warum die Knotenwerte beim Seil exakt sind

Wenn man die FE-Lésung mit der exakten Losung

(52 — 2?) (3.11)

DN | =

w(z) =
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vergleicht, dann fallt auf, dass die FE-Losung in den Knoten den exakten
Wert trifft, w; = w(x;). Das ist kein Zufall, sondern es liegt daran, dass das
FE-Programm die Durchbiegung des Seils mit der Einflussfunktion

l
w(zr) = /0 G(y, ) p(y) dy (3.12)

berechnet und die Einflussfunktionen G(y, ;) der Knoten z; in Vj, liegen.
Die Einflussfunktion G(y, 1) fiir die Durchbiegung w(z1) im ersten Innen-
knoten ist das Seileck in Bild 3.3 b und dieses Dreieck, wie auch die anderen
drei Einflussfunktionen, die anderen drei Dreiecke, konnen die vier Ansatz-
funktionen darstellen.
Das ist der Grund, warum in diesem, aber auch in jedem anderen Last-
fall, die FE-Losung mit der exakten Losung in den Knoten x; iibereinstimmt

!
wn (27) = / Gy, z:) ply) dy = w(z:). (3.13)

Das gilt fiir jeden Lastfall.

Wir machen die Probe. Es sei p(x) = sin(7x/5), dann lauten die f;
£ = {0.5687, 0.9202, 0.9202, 0.5687}7 (3.14)

und die Zahlen w = {1.489,2.409,2.409,1.489}7, die Losung des Systems
Kw = f, sind die Knotenwerte der Biegelinie w(z) = 25/7% - sin(rz/5) im
LF p.

Wenn der Aufpunkt aber zwischen zwei Knoten liegt wie in Bild 3.3
¢, im Punkt z = 1.5, dann liegt die Spitze des Seilecks zwischen den beiden
Knoten, und ein solches Dreieck ldsst sich mit den vier Ansatzfunktionen
nicht darstellen. Das Programm setzt daher zwei Einzelkrifte P = 0.5 in die
Nachbarknoten und iiberlagert die Belastung mit dieser Ndherung Gy (y, x)

!
wp(x) = /0 Gr(y,x)p(y) dy = 2.5 # 2.75 = w(x) (3.15)

und erhélt prompt einen zu kleinen Wert, wy(x) = 2.5 < 2.75 = w(x). Es ist
so, als ob das Programm die beiden ausgelenkten Nachbarknoten mit einer
Linie verbindet und die Spitze von G(y,z) einfach abschneidet, Bild 3.3 c.

Nun wird der Leser einwenden wollen: Ein FE-Programm berechnet doch
die Knotenwerte durch Losen des Gleichungssystems Kw = f und die Werte
dazwischen, indem es zwischen den Knoten interpoliert.

Korrekt, aber die Werte in dem Vektor w sind genauso grof3, als ob das
FE-Programm sie mit den gen#herten Einflussfunktionen berechnet hitte,
siehe Kapitel 4.1, (4.17). Ein FE-Programm rechnet wie ein klassisch
ausgebildeter Statiker.
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Bild 3.4. Hochbauplatte, a) System, b) Biegefliche im LF g, ¢) Einflussfunktion
fiir die Durchbiegung w in einem Knoten @ (BE-PLATTE)
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4 x 3,117,978 kNm

1.6890
1.0110
0.3200
-1.6890
-1.0110
-0.3200

olo|(s w0 =

b

Bild 3.5. a) Einflussfunktion fiir 04, im oberen, wandnahen Element. Die Spannung
0z2 der FE-Losung ist gleich der Arbeit der Kraft P auf dem Weg v. In Bild b) sieht
man die Last P und die (immer gleichen) Knotenkrifte, die die Einflussfunktion fiir
die Spannung oz, in den jeweiligen Elementmitten erzeugen, (WINFEM)

Daher berechnet es z.B. die Biegefldche der Platte in Bild 3.4 (theoretisch)
0, dass es in jeden Knoten x; nacheinander eine Kraft P = 1 stellt und die
dazu gehérige Biegefliche G, (y, ;) mit der Verkehrslast p iiberlagert

wn(w:) = /Q Gy, 1) ply) dy . (3.16)

Theoretisch, weil natiirlich die Knotenwerte auf dem System Kw = f ba-
sieren, aber diese Werte sind genau so grof3, als ob das FE-Programm die
Formel (3.16) benutzt hétte.

Das System Kw = f ist der ,kurze’ Weg zu den w;, das Integral (3.16) ist
der ,Jange’ Weg, aber die Ergebnisse sind dieselben’, siche Kapitel 4,

wi = Z kG 8 = /QGh(ywi)p(y) dQy = wp(x;). (3.17)

! Ungliubige Leser diirfen das Integral in (3.17) partiell integrieren.
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Dies ist das geheime, wenig bekannte Gesetz hinter den finiten Elementen.
So gut wie die Einflussfunktionen sind, so gut sind die FE-Ergebnisse.

Die Kinematik, die in einem FE-Modell steckt, wie der Scheibe in Bild
3.5, bestimmt die Genauigkeit der Ergebnisse.

Zu den vier Ecken eines Elements gehoren je 2 (horiz. + vert.) Einheitsver-
formungen @, (x) (Verschiebungsfelder). Die acht Knotenkrifte f; = 0..(¢p;),
die zusammen die Einflussfunktion erzeugen, sind die Spannungen o,, der
acht ¢, in der Elementmitte, im roten Punkt. In Bild 3.5 wurden die je zwei
fi pro Ecke zu einer schrig gerichteten Knotenkraft aufaddiert.

Ist die Wand starr, dann machen nur die beiden rechten Krifte ,Effekt‘.
Wiirde man das Element daneben mit den vier Kréften belasten, dann werden
die rechten Knotenkrifte in ihrer Wirkung durch die linken Kréfte ,zuriickge-
bunden‘ und die Verformung v und damit die Spannung o, in Elementmitte
wird kleiner.

Randspannungen sind also in solchen Lastfillen tendenziell grofier als
Spannungen im Feld. Bei dem Ausfall einer Fundamentstiitze wie in Bild 5.14
ist die Situation dhnlich.

3.3 Addition der lokalen Lésung

Wenn man die Durchbiegung des Seils mit einem FE-Programm berech-
net, dann sieht man auf dem Bildschirm kein Seileck, sondern eine wohl ge-
schwungene Parabel zweiten Grades, also die exakte Kurve. Wie macht das
das FE-Programm?

e Es unterteilt das Seil in kleine Elemente.
e Es reduziert die Belastung in die Knoten, es berechnet also die f; .
o Es Iost das Gleichungssystem Kw = f.

Wenn es jetzt stehen bleiben wiirde, dann wiirde man auf dem Bildschirm ein
Seileck sehen.

Es folgt nun aber noch ein weiterer Schritt. Das Programm berechnet fiir
jedes Element die sogenannte lokale Lésung w,. Das ist die Durchbiegung
an dem beidseitig festgehaltenen Element aus der Streckenlast, und diese wird
elementweise zu dem Seileck addiert. So ist die exakte Seilkurve in Bild 3.6
entstanden.

Denkt man sich die Biegelinie, die Losung w = w, + w)p, elementweise
in eine homogene, eine Null-Lésung w,, und eine partikuldre Losung w,
aufgespalten, dann entspricht die lokale Losung der partikuldren Losung wy,.

Das ist auch genau die Technik des Drehwinkelverfahrens. Das Dreh-
winkelverfahren reduziert alle Belastung in die Knoten, fithrt dann einen Kno-
tenausgleich durch und héngt zum Schluss feldweise die lokalen Lésungen w,
ein. Die finiten Elemente machen es nicht anders, denn das Gleichungssystem,
das aufgestellt wird, lautet eigentlich
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Seil

a
b
C
w?

@ @ X

\ I I,
d

‘ 1
991(3?)

Bild 3.6. Seilberechnung mit zwei Elementen, a) Belastung und Biegelinie, b) FE-
Losung + lokale Losungen, c¢) lokale Losungen, d) Einheitsverformung des Knotens.
Bemerkenswert ist, dass die Tangente im Mittenknoten automatisch stetig ist (kein
Knick!), kein Sprung in der Querkraft V = H w’

Kw=fg+d. (3.18)

Die fg; sind die Einzelkréfte, die direkt in den Knoten angreifen und die
Krifte d; = (p, p;) entstehen, wenn man die Lasten p im Feld (domain) in
die Knoten reduziert. Beide zusammen sind die dquivalenten Knotenkréifte
fi = fri+d;. Sie driicken auf die Lager, sind der Lagerdruck, die (actio) und
die Festhaltekrifte (reactio) sind spiegelbildlich dazu. Die Festhaltekrifte
sind also die dquivalenten Knotenkrifte f; x (—1).

In der FE-Literatur wird der Unterschied zwischen den fg; und d; norma-
lerweise verwischt, steht f; = fi; + d; fiir beide Anteile. Die f; in dem obigen
Beispiel sind eigentlich die d;, also die in die Knoten reduzierte Streckenlast,
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M = M, + M,

Bild 3.7. Drehwinkelverfahren oder finite Elemente ist dasselbe, b) erst wird die
Streckenlast in die Knoten reduziert und die Knoten ausgeglichen und dann werden
c) die lokalen Lésungen der beidseitig eingespannten Elemente d) dazu addiert

le
d; = / ps dx v; = Element-Einheitsverformungen , (3.19)
0

wihrend die echten fx; null sind, weil keine Einzelkrifte in den Knoten an-
greifen.

Der Ingenieur wendet beim Drehwinkelverfahren die Formel (3.19) jeweils
links und rechts vom Knoten separat an, und addiert die beiden Beitrége
d¥ + df, wihrend die finiten Elemente das ,in einem Stiick' tun, weil die
shape function p; = oF + pF ja beide Bewegungen umfasst

l l
di:/ p%dx:/pdhdx:d%rdf. (3.20)
0 0

Die enge Verwandtschaft der finiten Elemente mit dem Drehwinkelverfah-
ren beruht auf dieser Formel, denn die Einflussfunktionen fiir die dquivalen-
ten Lagerdriicke d; (f; in der Literatur) basieren auf den Element-Einheits-
verformungen ¢f. Ob man die Belastung in die Knoten reduziert (Drehwin-
kelverfahren) oder die dquivalenten Knotenkrifte berechnet, ist dasselbe.
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Ku=f

a | nur Knotenkrifte — A
aus Reduktion der Riegellasten
in die Knoten

|

i

l

!"h.

mit eingehdngten Momenten
aus Riegellasten

b %

Bild 3.8. Stockwerkrahmen mit Riegellasten, zur FE-Losung in a) werden die loka-
len Losungen addiert und so entsteht die exakte Losung in b) — in dem Programm
BE-FRAMES kann man zwischen den beiden Bildern wechseln, wenn man auf den
button FE klickt und der button S zeigt die shape functions in Aktion
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Bei Stabtragwerken ist die Methode der finiten Elemente mit dem Drehwin-
kelverfahren identisch.

Das Losen des Gleichungssystems Kw = f entspricht einem Knoten-
ausgleich in einem Schritt. Elementweise werden dann nur noch die lokalen
Losungen w,, dazu addiert, siehe Bild 3.7 und Bild 3.8.

So gelingt es also den finiten Elementen trotz ihrer beschrinkten Kinema-
tik, der Verwendung von

e linearen Ansitzen fiir die Langsverschiebungen
e kubischen Polynomen fiir die Durchbiegungen

die exakten Verformungen zu generieren; die lokalen, die partikuldren Losun-
gen (clamped beam) bringen den fehlenden ,Schwung’ in die Verformungsfigur.
Die u,, bzw. w, stehen in einer (aus der Statik-Literatur ibernommen) Biblio-
thek des FE-Programms und werden von dort bei Bedarf abgerufen.

Genau genommen gilt das nur, wenn FA bzw. EI konstant sind, weil nur
dann die Element-Einheitsverformungen ¢{ homogene Lésungen der Stab-
bzw. Balkendifferentialgleichung sind. Bei gevouteten Trigern liefern die fi-
niten Elementen also nur eine Niherung, was aber auch fiir das Drehwinkel-
verfahren gilt, denn die exakte Reduktion der Belastung in die Knoten bei
gevouteten Trégern beherrscht auch das Drehwinkelverfahren nicht. Ganz zu
schweigen von der Kenntnis der exakten Fortleitungszahlen in einem solchen
Fall.

Die Aquivalenz Finite Elemente = Drehwinkelverfahren bedeutet
aber auch, dass es keinen Sinn macht, die einzelnen Stiele und Riegel eines
Rahmens weiter in Elemente zu unterteilen. Es bringt nichts an Genauigkeit.

Bemerkung 3.1. Die finiten Elemente werden gerne am Balken erklidrt. Wir
machen das auch. Damit die finiten Elemente aber finite Elemente bleiben,
miissen wir uns darauf verstindigen, dass alle diese Demonstrationen sich auf
den Zeitpunkt beziehen, bevor die lokale Losung zur FE-Losung addiert wird.

3.4 Parallel und in Reihe
Es ist elementar, sei aber trotzdem angesprochen, weil es konstitutiv fiir

die finiten Elemente ist: Der Unterschied zwischen hintereinander geschal-
teten Federn, kq, ko, k3,

=—+—+— (3.21)

und parallel geschalteten Federn

k=Fk +ko+ks. (322)
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x global %
[ z

Bild 3.9. Lokales und globales Koordinatensystem

Die Elemente, an denen ein Knoten héngt, bilden ein System von parallel ge-
schalteten Federn: Die Steifigkeiten addieren sich. Das macht den Aufbau
der Gesamtsteifigkeitsmatrix K einfach.

3.5 Der Zusammenbau

In der Stabstatik benutzt man zum Aufstellen von Ku = f nicht das
Prinzip vom Minimum der potentiellen Energie, sondern man geht von den
einzelnen Elementen aus, koppelt in den Knoten die Balkenendverformungen
und formuliert das Gleichgewicht in den Knoten. Wir wollen das an Hand des
einhiiftigen Rahmens in Bild 3.9 zeigen.

Wie in Kapitel 1.18.3 erwihnt, gilt an jedem Balkenelement die Beziehung?

Ko = f, +d.. (3.23)

Das ist die Grundgleichung auf der alles aufbaut — der Rest ist Algebra.
K. ist die Elementmatrix, u. sind die Balkenendverformungen, f. sind die
Balkenendkréfte (also die Schnittkriifte in den Stirnseiten, Vorzeichen nach
FEM) und d. sind die in die Endknoten reduzierten Streckenlasten.

(1) Im ersten Schritt stellt das FE-Programm die globale, nicht-reduzierte
Steifigkeitsmatrix K auf. Es schreibt dazu das System zunéchst in entkop-
pelter Form (das sind 12 = 2 x 6 Gleichungen)

2 Sinngems#f gilt das auch fiir die 6 x 6-Matrix, lings und quer, die hier gemeint
ist.
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Bild 3.10. Die fiinf shape functions — mehr Bewegungsmoglichkeiten hat das FE-
Modell nicht. Nur Knotenlasten lassen sich damit rechnen, weil die horiz. und vert.
Anteile der ¢; homogene Losungen in lokaler z- und z-Richtung sind

K, 0 uy f 1} |:d1:|
= + , 3.24
v ] - [2) 620
wobei die K; (6 x 6) die beiden Elementmatrizen sind, siehe (9.275), und die
Vektoren w;, f; und d; sind die zugehorigen Weg- und Kraftgréfien an den
Balkenenden.

Die Kopplung der Balkenendverformungen u; an die Knotenverformungen
u wird durch eine Matrix A gesteuert
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(12 slaves) {ul} = A(12x9)U(9) (9 master) . (3.25)
Y212

Parallel hierzu miissen die Balkenendkréfte f, +d; der Stibe in jedem Knoten
mit den dufleren Knotenkriften f im Gleichgewicht sein, was die Gleichung

d
A@xlz) ([;;] + [d;] )= T (3.26)
(12) (12)
ergibt und so kommt man auf die Beziechung
7| Ki O _ _
A [ 0 KQ]Au_KGu_f, (3.27)

in der die 9 x 9 Matrix K die globale, nicht-reduzierte Steifigkeitsmatrix
des Rahmens ist. Im Anschluss streicht das Programm die Spalten und Zeilen
der Matrix K ¢, die zu gesperrten Freiheitsgraden gehoren (praktisch geht es
anders vor), und reduziert so die Matrix K¢ auf eine 5 x 5 Matrix K, die
den fiinf Freiheitsgraden in Bild 3.10 entspricht.

(2) Im zweiten Schritt berechnet das FE-Programm an jedem Element die
dquivalenten Knotenkriifte aus der verteilten Belastung®

le
di = /0 p(z) of(x) dx. (3.28)

Die Notation ist symbolisch zu nehmen, weil p¢(z) in zwei Richtungen zeigen
kann, in lokale z.- oder lokale z.-Richtung und die Einheitsverschiebungen
¢ (z) sind entsprechend die korrespondierenden Verschiebungen, zwei in .-
Richtung und vier in z.-Richtung.

Eine 6 x 6 Matrix T, (...sin «,cos a,...), siche (9.273), dreht diese Vek-
toren d° in das globale Koordinatensystem d, = T.d®, wo dann aus den 2 X 6
Komponenten die 5 Komponenten des Vektors

{di,d>} — d (3.29)

zusammengestellt werden, der die dquivalenten Knotenkrifte aus der verteil-
ten Belastung in die 5 Richtungen wu; enthélt.
(3) Im zentralen dritten Schritt 16st das Programm das System

Ku=f,+d (3.30)

und bestimmt damit den Vektor u der Knotenverschiebungen. Der Vektor
f i enthélt nur Nullen, auler fxs = P.

(4) Im vierten Schritt werden die Knotenverschiebungen u; aus dem globa-
len Koordinatensystem in die lokalen Koordinatensysteme der einzelnen Stébe
transformiert,

3 Ein oberer Index e bedeutet, dass sich die GroBe auf das lokale KS des Elements
bezieht.
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w=T'y (TT =T."). (3.31)
(5) Im fiinften Schritt bestimmt das Programm fiir jedes Element anhand des
Systems (jetzt wird im lokalen KS gerechnet)

Ku®=f°+d° (3.32)
den Vektor der Balkenendkriifte f°
fe=Ku®—d°, (3.33)

wobei K¢ die Elementmatrix der Groe 6 x 6 ist, (9.274). Man beachte, dass
die ff Balkenendkrifte sind, wéhrend die f; in (3.30) Knotenkréfte sind.

Wenn man die Balkenendkriéfte ff, fy, f§ am Anfang des Elements kennt
und die Streckenlast, dann kann man mit den Gleichgewichtsbedingungen die
Schnittgrofien N(x), M(z) und V(z) in jedem Punkt = des Elements berech-
nen.

(6) Im letzten sechsten Schritt addiert das FE-Programm schlielich die
lokalen Losungen zur FE-Losung und kommt so zur selben Losung wie das
Drehwinkelverfahren.

In einem einzelnen Balken entspricht die ganze Prozedur der Aufteilung
der Biegelinie w(x) in eine homogene und eine partikulire Losung

w(z) = wyp(z) + wp(x), (3.34)

wobei die homogene Losung w, (sie ist identisch mit der FE-Losung wy) eine
Entwicklung nach den Element-Einheitsverformungen (3.62) ist

wn(@) =D wi i (2). (3.35)

und die partikuldre Losung ist die Biegelinie am eingespannten Balken. In
Gleichung (1.199) auf Seite 68 haben wir diese Aufspaltung vorgenommen.

Nach diesem kurzen Ausflug in die Notation Ku = fx + d wollen wir im
Folgenden zur iiblichen Notation Ku = f zuriickkehren, bei der die rechte
Seite fiir f = fy + d steht.

Wir werden auch meist die Knotenwerte mit u; bezeichnen, auch wenn es
Ergebnisse aus einer Balkenberechnung sind, weil Ku = f die Standardnota-
tion ist.

3.6 Die lokale Losung w,
Die lokale Losung wy(x) ist die Durchbiegung am beidseitig eingespannten

Balken. Die Standardfille, p = const. etc., sind natiirlich tabelliert. Aber
wenn man mit der Einflussfunktion
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0—x)3 . 0 —x)? .
1 ! 5 ) wa(y)+( 5 ) pily) y<uw
Go(y,z) = Vol 23 22 (3.36)
5 Pi) — 5 vy r<y
rechnet, siehe Bild 3.52, kann p von beliebiger Gestalt sein
¢
wple) = [ Golyex) ply) . (3:37)
0

Beispiel 3.1. Der Triger habe die Linge £ = 10 m und es sei p = 1 kN/m.
Die Durchbiegung in der Mitte x = 5 des Trégers betréigt dann

53 5 52 5
Bluye) =5 [ esway+ 5 [ eiway
0 0
53 10 52 10
- w5 [ ey =2s01. (339
5 5

Die Einflussfunktionen fiir die weiteren Grofen?
w'(z) M(z) = —EIw"(x) V(z) = —-FEIw" (x) (3.39)

erhiilt man einfach durch Ableitung von Ggo(y, ) nach x, siehe Bild 3.54. Das
Reduktionsverfahren zur Berechnung der Schnittkréifte in den Elementen
braucht man also eigentlich nicht.

3.7 Projektion

Wir haben oben das System Ku = f aus dem Prinzip vom Minimum der
potentiellen Energie hergeleitet. Die Projektion der exakten Losung auf den
Ansatzraum Vp,, also das Galerkin- Verfahren, filhrt jedoch, wie wir zeigen
wollen, auf dasselbe System.

Das Bild bei der Projektion eines Vektors @ = {1,292, 23}7 auf die x—y-
Ebene ist sein Schatten x’, siche Bild 3.11. Wir sehen, wo der Schatten
hinfillt, aber der Computer muss rechnen. Er macht fiir den Schatten «’ den
Ansatz ' = ¢j e +cae5 und bestimmt ¢; und ¢, so, dass der Fehler senkrecht
auf den beiden Einheitsvektoren e; und es der Ebene steht

(SU — :c’)Tei =0 1=1,2 = cl =21,C = To, (340)
was gleichbedeutend damit ist, dass der Schatten @’ der Vektor in der Ebene
ist, der den kleinstméglichen Abstand

4 In Kapitel 3.28 berechnen wir die EF fiir M (z) und V() auch von ,Hand".
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A
A
€3 €3
A A A
A A
T
e = Fehler
> L2 » L2
x’ x'
T i

Bild 3.11. Der Fehler e steht senkrecht auf der Projektionsebene und alle Vektoren,
die sich in Projektionsrichtung von @ nicht unterscheiden, haben dasselbe Bild. Wie
der Schatten eine kiirzere Linge hat als das Original, so ist die innere Energie einer
FE-Losung (in einem LF p) kleiner als die Energie der exakten Losung, siehe (9.105)

le| = |z — 2’| = Minimum (3.41)

von x hat. Dies kann man auch schreiben als (wir vergessen einmal die Wurzel
zu ziehen)

|e|2 = (z— w’)T (x — m') = Minimum (3.42)

so sieht man besser die Verwandtschaft mit (3.46), denn auch bei den finiten
Elementen handelt es sich, wenn man es als Galerkin- Verfahren interpretiert,
um ein Projektionsverfahren. Nur dass die Metrik eine andere ist, nicht
das Skalarprodukt zwischen zwei Vektoren, sondern die Wechselwirkungs-
energie zwischen zwei Funktionen ist das Maf.

Beim Galerkin- Verfahren wihlt man als beste Ndherung die Projektion der
exakten Losung w auf den Ansatzraum V), also die Funktion wy, in Vp,, deren
Fehler w — wy, senkrecht auf allen ; steht

alw — wp, ;) =0 1=1,2,....n. (3.43)
Die erste Greensche Identitét des Balkens in Bild 3.12,

! !
f'/f(w,%):/ ppidr —a(w,p;)) =0 = fi:/ p;idr = a(w,p;)
0 0
(3.44)
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p =10kN/m

8m=4x2m

’ Gausspunkte

Bild 3.12. Balken,
N 86.66 kNm die FE-Losung wird
FE-Lastfall py, so eingestellt, dass
das Fehlerquadrat
20kN 20kN 20 kN 10kN der Momente mini-
i\ i ¢ ¢ /¢ mal wird. Die f; sind
gerade die umgedreh-

—3.33kNm 3.33 kNrn* ten Festhaltekrifte

legt nahe wy, wie folgt zu bestimmen, siche Kapitel 1.49 fiir Details,
a(wp, i) = fi i1=1,2,...,n (3.45)

und diese n Gleichungen entsprechen genau dem System Kw = f.
Dies bedeutet, siehe (9.103), dass wy, auf V}, den kleinstmdoglichen Abstand
in der Energiemetrik,

a(w — wp, w — wp,) = Minimum (3.46)

von w hat, also wy im Sinne des Fehlerquadrats die kleinstmogliche Abwei-
chung in den Schnittgroflen aufweist, sieche Bild 3.12.

Was man in Bild 3.11 auch sieht ist, dass die nochmalige Projektion des
Bildes =’ nichts bringt, die Projektion bleibt stehen. Das ist auch der
Grund, warum die Strategie, die Abweichung p — pp, in den Lasten im Sinne
einer Korrektur nachtriaglich auf die Struktur aufzubringen, zu nichts fiihrt;
die zu dem Lastfall p — p;, gehorigen f; = (p — pn, ;) = 0 sind null, weil,
anschaulich gesprochen, der Fehler keinen Schatten wirft.

Gleichung (3.43) ist die Galerkin-Orthogonalitit. Wegen dW,; = 6W,
kann man sie auch als Orthogonalitéit in den dufleren Arbeiten schreiben

!
(innen) a(g]) — Wp, p;) = /0 (3) —pp)pidz =0 (auflen).  (3.47)

Die Differenz zwischen dem Originallastfall p und dem FE-Lastfall p;, (dessen
Losung wy, ist), ist also orthogonal zu allen ¢;, d.h. die Fehlerkriifte p — py,
leisten keine Arbeit, wenn man an dem Balken mit den ¢; wackelt.

Dieser Wechsel von innen nach auflen ist der eigentliche Pfiff bei Galerkin,
denn die wahren Schnittgréfien, hier das Moment M, kennen wir ja nicht. Wie
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45°

Bild 3.13. Drei Einheitsverformungen. Die dquivalenten Knotenkrifte f; sind gleich
der Arbeit der Riegellast auf den Wegen ¢; (BE-FRAMES, button S)

wollen wir den Abstand zu der unbekannten Gréle M minimieren? Aber weil
das Abstandsmaf} die Energie ist, ist der Fehler innen genauso grof3 wie der
Fehler aulen — und das macht Galerkin méglich.

Hier wird noch einmal deutlich, dass die Grundgleichung der finiten Ele-
mente f, = f ist, die Gleichheit der dquivalenten Knotenkréfte, der dufleren
Arbeiten. Ku (innen) ist nur eine andere Schreibweise fiir f;, (aufien).

Aber (3.46) garantiert auch, dass wir mit f, = f gleichzeitig das Fehler-
quadrat in den Spannungen zum Minimum machen, obwohl wir M gar nicht
kennen. Das ist die Doppelbedeutung der Wackeléiquivalenz.

3.8 Aquivalente Knotenkriifte

Die f; auf der rechten Seite des Gleichungssystems Ku = f sind keine
Krifte, sondern Arbeiten, es sind Energien®, siche Bild 3.13,

5 Fiir eine alternative Interpretation in der Stabstatik siehe Kap. 9.39 Seite 756.
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Bild 3.14. Die Momente der Einheitsverformungen. Man sieht, wie die starren
Nachbarknoten die Bewegungen abblocken, (button S und dann Momente)

1
fi= [ pla)ie)do = N/ ] ) = Nem] - (348)
0
und auch auf der linken Seite stehen Energien, denn der einzelne Eintrag k;;

in der Steifigkeitsmatrix beruht, wenn wir einen Stab als Beispiel nehmen, auf
der Formel

ko= [ BAGde=N-(1 1) bl =Nl @49
und so auch beim Balken, wo die Momente iiberlagert werden, siehe Bild 3.14,
kij = /OZEI ¢! ¢j dz = [N-m?] - [1/m] - [1/m] - [m] = [N-m]. (3.50)

Bei jeder Ableitung wird mit [m]~! multipliziert

/
) / 1
om  g=op) g%l @
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Bei 3-D Problemen fiihrt die Dimensionsbetrachtung auf

N e
/Q 72 dV = o ] = [N, (3.52)

woraus bei Scheibenproblemen, d = Dicke der Scheibe und dV = d - df2, der
Ausdruck

/ oijei;dd = @ [m] [m - m?] = [N-m] (3.53)
o (m?] [m]

wird.

Eigentlich sind die Funktionen ¢; dimensionslos, denn Polynome haben
keine Dimension. Die Dimension steckt in den Knotenverschiebungen u;, also
u; p;(xz) = [m][ |. Der Test mit einer virtuellen Verriickung du = ¢; ist also
ein Test mit du = 1m - p;(z). Weil wir aber die u; hier weglassen, miissen
wir bei den Dimensionsbetrachtungen auf dieser Seite die ¢; stellvertretend
so behandeln, als ob sie die Dimension einer Lénge hétten.

3.8.1 Die Reichweite der ¢;

Es gibt Einflussfunktionen fiir Lagerkréfte und es gibt Einflussfunktionen
fiir die dquivalenten Knotenkréfte f; und das sind gerade die ¢;, denn die ¢;
registrieren ja wieviel Arbeit die Belastung, das sei zunéchst eine Punktlast
P im Punkt z, auf dem Weg ¢; leistet

Weil die shape functions ¢; in V;f eine partition of unity bilden®,

Z pi(z) =1 in allen Punkten z, (3.55)

ist die Summe der f; gleich der Einzelkraft
Y fi=) Popi(x)=P-> gi(x)=P-1. (3.56)

Das gilt auch fiir Streckenlasten p(z), hier in einem Intervall [0, ],

l l !
;fi:;/op(m)w(mdw:/op<x>§ijsoi<x>dx=/0p<x>~1dx=R~1,
(3.57)

wenn R die Resultierende der Streckenlast ist.

6 ; (Balken), die zu Knotendrehungen gehoren, werden hier nicht mitgezihlt
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Bild 3.15. Einzelkrifte in einer Scheibe und die Konturen von o, (BE-SCHEIBE)

3.8.2 Rechenpfennige

Fiir ein FE-Programm sind die dquivalenten Knotenkrifte f; Rechenpfen-
nige wie ,eins im Sinn‘. Es geht von Knoten zu Knoten, verschiebt den Knoten
um einen Meter in horizontaler und vertikaler Richtung und notiert sich, wie-
viel Arbeit die Belastung dabei leistet. Das sind die f;. Sie sind die Signatur
der Belastung beziiglich den ¢;.

Hat ein horizontales f; in einem Knoten einer Scheibe den Wert 10 kNm,
so bedeutet dies, dass in der Niahe des Knotens Lasten so verteilt sind, dass
sie bei einer horizontalen Auslenkung ¢; des Knotens um 1 m die Arbeit 10
kNm leisten.

Alles, was ein FE-Programm macht, ist, dass es dann Ersatzlasten so iiber
die Scheibe verteilt, dass diese bei einer Auslenkung der einzelnen Knoten
um 1 Meter dieselbe Arbeit leisten wie die Originalbelastung, was man kurz
als fp; = f; schreiben kann, oder wenn man alle Gleichungen in eins packt,
Ku = f, denn Ku ist der Vektor f,,.

In der Notation des Abschnitts 3.11 ist das einzelne fj; die Arbeit, die die
FE-Lasten

p), = Z u;p; (3.58)
J
auf dem Weg ¢, leisten

fri = Z u; OWe(py, ¢;) (= Zeile i von Ku). (3.59)
J

Der FE-Lastfall p, sind die Krifte, die notig sind, um dem Tragwerk die
Gestalt, die ausgelenkte Form w = {uy,usa,...,u,}’ zu geben.

Wenn eine Scheibe, wie in Bild 3.15, mit Einzelkréiften f; belastet wird,
dann muss die FE-Losung w, sich so einstellen, dass in der Nahe der belasteten
Knoten das Verschiebungsfeld so ,verwirbelt® ist, dass bei einer Auslenkung
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uy, fi P U, fo

léngs léngs
— —
1 1
e e
Y1 P2
uz, fo ug, [

-

Uy, f1 us, f3

I, .
D — 45°
1 e e e 1 e 459
¥1 P2 P3 P4

Bild 3.16. Die Einheitsverformungen am Stab (lings) und am Balken (quer) sind
auch gleichzeitig die Einflussfunktionen fiir die dquivalenten Knotenkrifte

,; des Lastknotens die inneren Krifte die Arbeit a(uy, ;) = f; leisten. Dort,
wo keine Belastung ist, f; = 0, muss das Feld so ,glatt® sein, so well behaved,
dass die Arbeit null ist, a(up, ¢;) = 0.

Der FE-Lastfall p,, ist also orthogonal, (p,, ;) = 0, zu allen ¢,, die zu
unbelasteten Knoten, f; = 0, gehoren.

Dem split einer Biegelinie in eine homogene und partikuldre Losung, w =
Wy, + wp, entspricht im tibertragenen Sinn die Unterteilung in Knotenkréfte
fi = 0und f; # 0. In den Bereichen, wo die f; = 0 sind, ist die FE-Losung
,homogen‘ und in den anderen Teilen, f; # 0, ,inhomogen*.

3.9 Festhaltekrifte

Nach all dem gesagten sollte jetzt klar sein:

Bei Flichentragwerken werden die Lasten p nicht in die Knoten verschoben,
sie bleiben drauflen im Feld, sie werden nur durch #hnliche Lasten p;, ersetzt.

Was man die Reduktion der Belastung in die Knoten nennt, ist ein-
fach nur die Berechnung der Arbeiten

l
fi :/ pyidr, (3.60)
0

die die Last p auf den Wegen ¢; leistet.

Die Verwechslung kommt dadurch zustande, dass man beim Drehwin-
kelverfahren die Anwendung der obigen Gleichung die Reduktion der Be-
lastung in die Knoten nennt, worunter man die Berechnung der Lagerdriicke
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fi fs
£ (L fa */L

M (0) M(1)
Ao o

V(0) V(i)
fi=V(0)  fo=M©O) fz=-V(1) fo=-M()

Bild 3.17. Ubersetzung der Balkenendkriifte in Knotenkriifte f;. Die Balkenend-
krifte wirken an den Knoten in umgekehrter Richtung, belasten die Knoten (actio)
wie Knotenkrifte f;

aus der verteilten Belastung am beidseitig eingespannten Balken versteht, weil
die Einheitsverformungen ¢; gleichzeitig die Einflussfunktionen fiir die Lager-
krifte an dem Balken mit fizxed ends sind.
Bei einem Stab lauten diese lokalen shape functions
e -z e e
ef(z) = I ¢7(0) =1, ¢f(le) =0,
" (3.61)
pi(z) = p5(0)=0,  @3(l) =1

€

und bei einem Balken sind es kubische Polynome, siehe Bild 3.16,

. 32?223 e 322 223
@1($):1—ZT+ZT Ws(x):lT—lT
e e e ) e 3.62
. 222 28 . 2 2l ( )
sﬁz(z):*er*ﬁ <P4($):Z*72-

Die dquivalenten Knotenkréfte df (f¢ in der Literatur) sind dann die Gréfien

le
ds = / p(x) of (x) dz i=1,2 Stab (3.63)
0 —
le
ds = / p(z) oi(x) dz i=1,2,3,4 Balken . (3.64)
0 +

Wirkt eine Einzelkraft P bzw. ein Moment M in einem Punkt z, dann
erhédlt man die zugehorigen df einfach durch Auswertung im Punkt
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TR AT

Bild 3.18. Die

f; [N-m] sind Re-
chenpfennige, keine
L Krifte (SOFiSTiK)

df = f(z)- P dS =8 (x) M. (3.65)

Aquivalente Knotenkriifte und Festhaltekriifte verhalten sich wie actio und
reactio zueinander. Die Festhaltekréfte sind die df x (—1).

Eventuell muss man auch noch die df in das DIN-Koordinatensystem um-
rechnen

dS = —N(0)  dS=N(l) (3.66)
di=-V(0) d5=-M(0) d5=V(.) df=M(@), (367

wenn man anders mit ihnen weiterrechnen will, siehe Bild 3.17.

Bei Stabtragwerken sind die Einheitsverformungen der Knoten die Einfluss-
funktionen fiir die Lagerdriicke d; = (p, ¢;) = Festhaltekriifte x (—1).

All dies natiirlich unter der Voraussetzung, dass die Elementeinheitsver-
formungen ¢{ homogene Losungen der Stab- bzw. Balkengleichung sind, was
man in der Regel voraussetzen kann, wenn keine gevouteten oder andere exo-
tische Profile vorkommen, wenn also FA und EI konstant sind.

Nun zuriick zu den finiten Elementen. Die FE-Gleichung Ku = f
sieht genauso aus wie beim Drehwinkelverfahren, aber die f; sind keine Kno-
tenkrifte — es wirkt nichts in den Knoten — die f; sind Energien, in
Ku = f stehen auf beiden Seiten Arbeiten, [N-m].

Mit den f; notiert sich der Tragwerksplaner neben jedem Knoten die Arbeit,
die die Belastung in der Ndhe des Knotens auf der Knotenverschiebung ¢,
leistet, siehe Bild 3.18. Und anders als die Marktfrau, die nur einmal an dem
Waagebalken wackelt, muss der Tragwerksplaner, je nach der Zahl der u;, mit
100 oder 200 ¢; an dem Tragwerk wackeln. Jeder ,Wackeltest® ist eine Zeile
fri=fiin Ku=f.

Man kann den f; aber ein statisches Gesicht geben, indem man sagt: Wenn
in dem Knoten eine Einzelkraft f; stiinde und man wiirde den Knoten um 1
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21 3.67 367 72

> - < ‘ Bild 3.19. Streube-

4

lastung ersetzt die
LF Einzelkrifte, bilinea-
Pn re Elemente (WIN-

FEM)

=X 1

Meter verschieben, dann wére die Arbeit gerade so grofl wie f;, wie die Arbeit
der Belastung im Feld.

Einzelkrifte in einem Scheibenknoten (physikalisch ein Unding) néhert
die FEM korrekterweise durch eine Art Streubelastung aus Linien- und
Fldchenkriften an, wie in Bild 3.19, und auch die sonstigen FE-Lasten py,
die das Programm statt p auf das Tragwerk setzt, sind Lasten ,im Feld‘, sind
keine Knotenkrifte, siehe z.B. Bild 3.22.

3.10 Die Neutralitéit der shape functions

Die Ansatzfunktionen ¢;(z), die shape functions, verstehen wir als Biege-
linien, als Verformungen, aber warum steht auf Seite 266 nirgendwo ein ET
oder ein EA? Die Steifigkeiten ET und EA kommen erst durch k;; = a(p;, ¢;)
in die FE-Losung hinein. Wenn die Matrix K den Vorfaktor EI hat, dann
hat die Inverse K ' den Vorfaktor 1/EI, und so sind die Knotenwerte u;
wegen u = K~ f alle mit dem Kehrwert 1 /ET behaftet, wie wir es von einer
Biegelinie erwarten. Die Steifigkeit steckt also in den w;, die ¢;(z) selbst sind
neutral.

Man beachte auch, dass bei der Berechnung von Einflussfunktionen, etwa
fiir ein Moment M (x), die dquivalenten Knotenkrifte j; (= f;) die Momente
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0—displ.  3.06= /Q (p3 + p3) d92

3.06 3.06

3.06 3.06

0- displacements (Sperre)
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le——  0-displacements (Sperre)

0- displacements (Sperre)

Bild 3.20. Bilineare Scheibenelemente: Die Kréifte, die den Mittenknoten um ei-
ne Langeneinheit nach rechts verschieben, und die Bewegung an den umliegenden
Knoten abstoppen, sind die shape forces, es sind Linienkréfte auf den Elementkanten
und konstante Flachenkréfte p, und p, in den Elementen. Im iibrigen Netz sind die
shape forces null, weil sich dort nichts bewegt

Jji = M(p;) = —EI ¢! sind. Wenn ¢; von Hause aus mit 1/EI behaftet wiire,
dann ginge das schief.

3.11 Shape forces und der FE-Lastfall

Um einen Knoten einer Scheibe um einen Meter horizontal oder vertikal zu
verschieben — und dabei gleichzeitig alle anderen Knoten festzuhalten — sind
gewisse Kréfte notig, siehe Bild 3.20. Wir nennen diese Krifte, in Analogie zu
dem Begriff shape functions, die shape forces p; = {pgf),pg(f)}T7 die zu dem
Freiheitsgrad u; gehoren. Es sind treibende wie haltende Kréfte. Die treiben-
den Kréfte lenken den Knoten aus, und die haltenden Kréfte sorgen dafiir,
dass die Bewegung an den umliegenden Knoten gleich wieder zum Stillstand
kommt. Es sind immer Gleichgewichtskrafte, siehe Bild 3.21 und (9.113).

Die Summe dieser shape-forces — mit den Knotenverschiebungen u; gewich-
tet — stellt den FE-Lastfall dar, also die Kréfte, die die Form w ergeben

1)
p
Ph=D_ up;=wu [ 0

(2)

+ (5] 2?2
Py’

T (3.68)
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p=1 051¢ 1 1 0.5
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N
Bild 3.21. Lineare FE-Losung eines Stabes (EA = 1) bei konstanter Streckenlast.
Die Kréfte an den shape functions ¢; sind die shape forces p;

¥3

N3

Wiéhrend bei Fliachentragwerken einiger Aufwand nétig ist, um den FE-
Lastfall p;, zu berechnen, siehe Bild 3.22, muss man bei Stabtragwerken (EA
und ET konstant) gar nichts tun, denn bei Stabtragwerken ist der FE-Lastfall
mit den dquivalenten Knotenkréften f; = fx; + d; identisch.

Bemerkung 3.2. Das Bild 3.19 illustriert auch sehr gut, die ,Doppelbddigkeit
der Statik im Umgang mit finiten Elementen. Gehalten wird die Scheibe in
der Nihe der beiden Lagerknoten eigentlich von einem konzentrierten System
von Fliachen- und Linienkriften. Im Ausdruck stehen aber nur die dquivalenten
Knotenkriifte f;, die diese Haltekrifte in der ,Summe* représentieren, und der
Ingenieur findet (zu Recht) gar nichts dabei mit diesen f; weiter zu rechnen,
aus ihnen so echte Kréfte zu machen.
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Bild 3.22. Belastung einer Scheibe mit einer Einzelkraft, a) System b) der FE-
Lastfall p,; die Graustufen entsprechen der Intensitdt der aufintegrierten FE-
Fliachenlast in den bilinearen Elementen, wie in Bild 3.20. Die scheinbar ,chaotischen’
FE-Lasten leisten, bis auf f;

\

fi = 10, keine Arbeit, fr; = 0, (WINFEM)
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Bild 3.23. Hauptspannungen (WINFEM)

3.12 Die Rolle der u;

Der FE-Lastfall p;, wird mit Hilfe der u; so austariert, dass die zugehori-
gen Knotenkréfte fj; mit den dquivalenten Knotenkréften aus der Belastung
iibereinstimmen, also im Fall einer Scheibe die Arbeiten f3,; genauso grof sind,
wie die Arbeiten f;

fu=[ phean= [ pledo—fi  (Tstmite).  (36)
(9] (9]

Diese Forderung ist dquivalent mit dem System Ku = f, denn der Vektor Ku
(die Eintrige sind innere Arbeiten §W;) ist wegen ,innen = aufen’ identisch
mit dem Vektor f; der zugehorigen &ueren Arbeiten dW,. Man stelle sich
die Scheibe einmal mit der Originalbelastung p vor und daneben mit der
FE-Belastung p;. Nun gehe man von Knoten zu Knoten und verschiebe den
Knoten probeweise um einen Meter in horizontaler und vertikaler Richtung.
Dann wird man finden, dass die Arbeiten immer gleich sind, fi; = f;- In
diesem Sinne gilt:

Der FE-Lastfall ist ,wackeldquivalent’ zu dem Originallastfall.

Das ist wie bei einer Waage, wo bei jeder Drehung des Waagebalkens die
Arbeiten des linken und rechten Gewichts gleich sind, die beiden Gewichte
,wackeldquivalent‘ sind.
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Bild 3.24. Hauptspannungen a) finite Elemente 0.2 x 0.2 m (SOFiSTiK) und b)
Randelemente, Raster der Ergebnispunkte 0.2 x 0.2 m (BE-SCHEIBE). Die Ergeb-
nispunkte der FEM sind die Mitten der (leicht) ,unegal‘ geschnittenen Elemente,
wahrend sie bei der BEM ein gleichméfliges Raster bilden, siehe auch Bild 7.16
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Ob ein Tragwerk die Originallasten tréigt oder die FE-Lasten, kann der
Priifingenieur durch Wackeln mit den ¢, allein nicht entscheiden, weil die
Arbeiten jedesmal gleich sind.

Der FE-Lastfall ist der Lastfall, fiir den ein Tragwerksplaner das Trag-
werk eigentlich bemisst. Die Verformungen und die Schnittkrifte im Ausdruck
gehoren zu diesem Lastfall p,,.

Wenn man die Belastung p;, auf das Tragwerk aufbringen wiirde und ein
Statiker wiirde die Verformungen und Schnittkrdfte von Hand berechnen, dann
wiirde er genau die FE-Frgebnisse erhalten.

In Bild 3.22 b ist ein solcher Vergleich des Originallastfalls und des FE-
Lastfalls einmal dargestellt. Zu verfolgen war die Wirkung einer Einzelkraft,
die an der rechten oberen Ecke zieht. Diesen doch eigentlich einfachen Lastfall
ersetzt nun das FE-Programm durch ein sehr konfus wirkendes System
von Flichen- und Linienkréften, die den Lastfall p, darstellen. Weil diese
Lasten so ,merkwiirdig‘ aussehen, werden sie von FE-Programmen nicht
gezeigt, denn ein Anwender, der mit der Theorie der finiten Elemente nicht
vertraut ist, wiirde sein Geld zuriickhaben wollen.

Nur darf man sich von dem Bild aber nicht abschrecken lassen, denn den
Ingenieur interessieren primér die Schnittgréfien, und es ist Spekulation aus
der Differenz p — p;, in den Lasten auf die Differenz in den Schnittgréfien
schliefen zu wollen. Die Differenz in der Belastung kann man berechnen, die
Differenz in den Schnittkréften aber leider nicht.

Dass die FE-Ergebnisse nicht so schlecht sein kénnen, wie dies das Bild
3.22 anscheinend suggeriert, macht der direkte Vergleich mit den Hauptspan-
nungen in Bild 3.23 und Bild 3.24 klar. Sie wirken durchaus glaubhaft.

Wir wollen noch ein zweites, indirektes Argument anfiihren. Im Origi-
nallastfall sind alle f; = 0, bis auf das f; = 10 in der oberen rechten Ecke, und
daher miissen auch alle fy,; = 0 sein, bis auf den Knoten in der Ecke, fn; = 10

/ prp, d2 = fu, = fi=0. (3.70)
(9]

Das FE-Programm muss also schon kriftig jonglieren, um diese Eigenschaft
zu garantieren, und das mag das ,Chaos‘ in Bild 3.22 b erklédren, denn all die
recht konfus aussehenden Teile des Lastfalls p;,, sind so ausbalanciert, dass
sie keine Arbeit leisten, wenn man einen Knoten probeweise um einen Meter
in horizontaler oder vertikaler Richtung verschiebt. Respekt!

Der Grofiteil der FE-Lasten p,, ist fiir das FE-Programm im Sinne der
Energiemetrik null, es sind ,Schnipsel‘, die keine Knotenkrifte fr; generieren.

Bemerkung 3.5. Die shape forces p; sind bei einer Scheibe Flachenkrifte und
Linienkrafte und die virtuelle Arbeit dieser Krifte ist daher eigentlich eine
Summe aus Gebietsintegralen und Linienintegralen iiber die Kanten I der
Elemente, auf denen der Knoten liegt, zu dem ¢; gehort

fhi:/n...dﬂ—i—/r...ds. (3.71)
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P

c -5.1 d -5.1

Bild 3.25. CST Element mit Randlasten, die beiden LF sind beziiglich den ¢, dqui-
valent, f; = fhi, sie werfen dieselben Schatten, a) Freiheitsgrade, b) shape functions
(z.T. wegen besserer Sichtbarkeit nach unten und links geklappt), ¢) Originalbela-
stung, d) FE-Lastfall py,

Die Schreibweise (3.70) ist also eine zusammenfassende Kurzschreibweise fiir
all diese Integrale.

3.13 Wie die Lawine ins Rollen kam

Wenn wir die Gleichung f,, = f als die Grundgleichung der finiten Ele-
mente ansehen, dann stimmt das mit dem Zugang in der Originalarbeit
von Turner et alt. (1956) [280] {iberein. Die Autoren betrachteten damals ein
CST-Element wie in Bild 3.25 und sie leiteten eine Matrix S her, die die
drei Spannungen in dem Element, o = {044, 04y, 04y}, mit den Knotenver-
schiebungen verkniipft”

7 Wir orientieren uns hier an der Darstellung von Kurrer in [172] S. 882-883.
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O(3) = S(3><6)U(6) . (3.72)

Die Spannungen o sind die Spannungen, die durch eine Knotenverschiebung
u in dem Element entstehen. Weil die Spannungen konstant sind, gibt es keine
Volumenkrifte, sondern nur Randkriifte. Als néchstes haben die Autoren die
sechs dquivalenten Knotenkrifte, den Vektor f;,, berechnet, der zu diesen
Kriften gehort, sie haben also die Randkréfte mit den sechs (3 x 2) horiz.
+ vertik. Einheitsverformungen ,(x) der 3 Knoten iiberlagert, was auf eine
Matrix T fithrte

Fre) =T(6x3)0(3) (3.73)
oder mit (3.72) auf die Beziehung
Fre) = T(6x3)S (3x6)U(6) (3.74)

und das ist genau die 6 x 6 Steifigkeitsmatrix K = T'S des CST-Element. Dass
hier die Steifigkeitsmatrix auftaucht, deren Eintrége virtuelle innere Energien
sind, obwohl doch eigentlich nur ,auflen‘ gerechnet wurde, beruht auf dem
auflen = innen, das die erste Greensche Identitéit garantiert.

Bezeichnet

W, (py. 0;) = / Hps)~ @, ds = fi; (3.75)

die Arbeit der tractions t(yp;) = S(p;)n = Spannungstensor x Randnor-
male, also der Randspannungen des Feldes ¢, auf dem Weg ¢, dann gilt

(//()((Piv S"j) = 5We(pia ‘Pj) - 5Wi($"z‘a ‘Pj) = fi; —kij =0 (3.76)
und somit in der Summe
fri = 0We(py,, Z fiju; = Z Fijuj . (3.77)
J

Die Elemente k;; einer Steifigkeitsmatrix K kann man als virtuelle innere
Arbeit wie als virtuelle &ufiere Arbeit f;; lesen.

Das k11 = W;(p1, 1) einer Balkenmatrix

12FE1
ki1 = / —1dz =alp1,p1) = 5 1 =0We(p1,01) = f11 (3.78)

ist genauso grof}, wie die Arbeit, die die Kraft 12 EI/I*> — das ist die Kraft,
die den Knoten um eins nach unten driickt — auf dem Weg ¢4 (0) = 1 leistet.

Die ,erste‘ Steifigkeitsmatriz in der Geschichte der FEM war also eine
Tabelle von duBeren Arbeiten. Erst die Aquivalenz 6W; = §W, fithrt auf
die Interpretation, wie wir Steifigkeitsmatrizen K heute lesen, ki; = a(p;, ¢,)-
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Bemerkenswert ist dabei, wie simpel die finiten Elemente begonnen haben,
keine potentielle Energie, kein Galerkin, keine hohere Mathematik, sondern
ein uraltes Prinzip, das Prinzip Waage, die ,Wackeldquivalenz*

‘§We(p, p;) = We(pn, p;) der Start der FEM‘ (3.79)

hat die Lawine ins Rollen gebracht®.

3.14 Finite Elemente mit Betti

Der Vollsténdigkeit halber sei noch erwédhnt, dass man bei 1-D Problemen
auch iiber den Satz von Betti zu den finiten Elementen kommen kann

DBwn, ) =0 i=1,2,..., (3.80)

was aber im Ergebnis dasselbe ist. Es ist so, als ob man die Wechselwirkungs-
energie

a(wn, i) = fi (3.81)

partiell integriert (auf [z;_1,2;] und [z;,2;41]), also das é6W; durch &uflere
Arbeit W, ersetzt

a(wn, @i) = [V (i) wyn, — M (i) wy 5+t + Pwp () - (3.82)

Die shape function lebe im Intervall [x;_1,2;11] und P; sei die Kraft, die den
Knoten z; um Eins nach unten driickt, also E'T @{V =P, d(y — x;). Wenn g;
eine Knotenverdrehung ist, dann ist sinngeméf zu setzen M,; w}, (z;).

3.15 Der FE-Lastfall bei Platten

Der FE-Lastfall und seine Interpretation ist bei Platten d&hnlich ambivalent
wie bei Scheiben, wie die Bilder 3.26 und 3.27 zeigen. Die als Stiitzenkraft
ausgewiesene Knotenkraft f; im Ausdruck suggeriert, dass die Platte in der
Mitte punktgenau von einer Einzelkraft gehalten wird, aber an der Verteilung
der FE-Lasten p, in Bild 3.27 sieht man, dass das symbolisch zu nehmen ist.
Rechnerisch sind es aufwirts gerichtete Fliachen- und Linienkrifte nahe
der Stiitze, die die Platte halten, keine Einzelkraft.

Waire die Knotenkraft f; eine echte Einzelkraft, dann miissten die Schub-
kréfte v, in der Platte bei Anndherung an die Stiitze unendlich grof3 werden,
v = fi-1/(27r), weil anders die Bilanz®

8 Erst spiter, als die Mathematiker an Bord kamen, hat man erkannt, dass man die
Elementansitze als finite Funktionen deuten konnte und dass die Wackeldquiva-
lenz f, = f dem §II = 0 der potentiellen Energie entspricht.

9 Integral von v, iiber immer enger gezogene Kreise, r — 0, siche Kap. 6.3
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2%
e ‘Blick von oben

P4
< K\WZZ

e NN
————= X

A — 1t : - —— A
— = X M

dquivalente Einzelkraft

Schnitt A — A
LF Ph

stiitzende Linien- und Flichenkrifte

Bild 3.26. Gelenkig gelagerte Platte mit Innenstiitze im LF g, a) Hauptmomente,
b) Biegefldche mit dquivalenter Knotenkraft in der Stiitze, ¢) Langsschnitt durch die
Platte mit den FE-Lasten (symbolische Darstellung). Die dquivalente Knotenkraft
im mittleren Bild steht stellvertretend fiir die aufwirts gerichteten FE-Lasten im
Bereich der Stiitze, die eigentlich die Platte halten (WINFEM-P)
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Blick auf die Platte

1.18 0.51 1.57 1.57 0.51 1.18

0.51 -0.88 3.73 3.73 -0.88 0.51

1.57 3.73 -4.50 | -4.50 | 3.73 1.57

Lobs

1.57 | 3.73 -4.50 | -4.50 | 3.73 1.57

0.51 -0.88 3.73 3.73 -0.88 0.51

1.18 0.51 1.57 1.57 0.51 1.18

Elementlasten [kN/m?]
N
11
N
NEaa
Ral
T

+ Linienkréfte [kN/m] (stiitzend)

Bild 3.27. Der FE-Lastfall p;, das ist der LF, den das FE-Programm fiir den LF
g setzt, fi = (g,%:) = (Pr, i) = fri, a) die Zahlen sind die mittleren Flidchenkrifte
in den Elementen, im Bereich der Innenstiitze sind sie negativ, dort stiitzen die
Fliachenkréfte also die Platte, b) ebenso wie die Linienkriifte lings den Element-
kanten im Bereich der Stiitze (rote Farbe); die Linienmomente des LF pp ldngs der
Linien sind nicht dargestellt (WINFEM-P)
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27

lim vprdo = f; (3.83)

r—0 0

nicht einzuhalten ist, siehe Bild 6.6. Aber die shape functions ¢;(x) sind Poly-
nome und die kénnen sich nicht wie 1/r in einem Knoten zusammenschniiren.

467 | 14.09 [ 13.01 4 2855 | 21.70 | 8.87 | 2.54 589 | 6.07 | 4.72
—l‘(
3.67 18.52 3.38 4.69 4.31 22.16(\| 10.66 9.56
)
7.98 9.27 34.44 25.04 8.32
11.19 | 10.56 [4,26.93 [/13.89 /4 18.74 1.36 4.43
o [ 1385 0.05 9.77 28.5. 19.66 | 10.70
=1 RSN P
e T
6.67 39. ?41 .23 0.78 4.39 22.01}] 26.94 [| 15.96
p —
17.03 || 220 18.94 H11.71 6.06 12.6! 850 18.31
. a5 7
9.90 1, 74 964 | 321 | 16.0 1 24.68
.32 g 30.511 13.66 | 11.31 8.
\(( — ———
3612 31.70 | 37.47 | 27.36 | 21.30 | 28.64
———76.80

/ (2, +p,) d2

e

Bild 3.28. Wandscheibe. Das ist der zum LF g wackeldquivalente FE-Lastfall pp,
fi=1(9,¢;) = (Pn,®;) = [ri, Pha und pry sind elementweise konstant (WINFEM)

Die Knotenkraft f; im Ausdruck ist natiirlich eine dquivalente Knoten-
kraft, also ein Arbeitsiquivalent im Sinne von ,soviel Arbeit wie eine Einzel-
kraft f; auf dem Weg 1 Meter leisten wiirde‘.

Mit der Bemessung selbst hat die Stiitzenkraft f; = (p, ;) nichts zu tun,
weil die Momente Mgy, May und myy und Querkréfte g, und gy in der Platte
von dem FE-Lastfall py, herriihren, siehe Bild 3.27, bei dem eben Fléichen- und
Linienkrafte die Platte stiitzen und kein f;, aber der Ingenieur wird natiirlich
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i
&

PR |

Bild 3.29. Querkréfte ¢, in einer Platte (BE-PLATTE)

mit der Knotenkraft f; einen Durchstanznachweis fithren und sie auch als
Stiitzenkraft weiterleiten.

3.16 Realism

Uns scheint, dass diese Ambivalenz der finiten Elemente zu wenig diskutiert
wird. Ein FE-Modell ist ein Ersatzmodell und es ist gar nicht eindeutig
geklirt, wie man die FE-Ergebnisse auf das reale Tragwerk zu iibertragen
hat.

Wie stellen sich die Priifingenieure zu der Tatsache, dass die FE-Programme
gar nicht den Originallastfall 16sen, sondern einen Ersatzlastfall? Diesen kann
man sich auf dem Bildschirm anzeigen lassen, siehe Bild 3.22, und so hétte je-
der Priifingenieur ganz bequem die Moglichkeit die Giite einer FE-Berechnung
zu kontrollieren. Was wére besser als ein solcher direkter Vergleich?

Dem seien nun aber alle Sachverstdndigen vor, denn das gdbe wahrschein-
lich mehr Unfug als dass es niitzt. Zwei verschiedene, aber wackelidqui-
valente Lastfille werfen gleiche Schatten, f;, = f. Das ist der Ansatz
hinter den finiten Elementen und die Wackeldquivalenz, die sieht man nicht
auf dem Bildschirm, deswegen tun die FE-Programme gut daran die beiden
Lastfiille p und p;, nicht nebeneinander auf dem Bildschirm zu zeigen, wie wir
das in Bild 3.22 getan haben'’. Das Auge registriert nur die Diskrepanz p—p;,

10 FE-Programme, die adaptiv rechnen, nutzen diese Information schon.
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,in der Flédche', aber es sieht nicht, dass der scheinbar chaotische FE-Lastfall
Py, so austariert ist, dass die f; = (py,, ®;) in den freien, unbelasteten Knoten
null sind, wie beim Originallastfall. Das Auge sieht nicht die Bewegungen ¢,.

Da, wo der Massivbauer bei seinem Werkstoff ist, da wird, wenn man sich
den Eurocode anschaut, mit der ,Goldwaage’ gemessen. Bis zum letzten Zu-
schlagskorn wird, so hat man als Laie den Eindruck, modelliert und man
bestaunt den Ernst und die Wissenschaftlichkeit, mit der das geschieht.

Der Statiker aber stutzt. Wissen die Autoren des Eurocodes nicht, dass die
Schnittkrifte auf Ndherungsrechnungen basieren? Wissen die Autoren, wie
FE-Programme rechnen, welche Modelle hinter den Ergebnissen stecken, wie
die Elementwahl die Ergebnisse beeinflusst? Wo z.B. die kritischen Punkte bei
einer schubweich gerechneten Platte liegen? Welchen Einfluss das FE-Netz auf
die Ergebnisse hat?

Wenn man sieht, mit welcher Akkuratesse heute der Durchstanznachweis
bei Platten gefithrt wird, [73], welcher Aufwand bei der Schnittfithrung getrie-
ben wird, um ja alle Ecken und Kanten mitzunehmen — die Software-Hauser
freut es — und wenn man dagegen weif}, wie wacklig FE-Querkrifte sind,
siehe Bild 3.29, dann fragt man sich, ob die Relationen noch stimmen, ob die
Schraube nicht iiberdreht ist. Offiziell kann man zwar auf der Materialseite
keine Riicksicht darauf nehmen, dass Krifte nur ndherungsweise bekannt sind,
man muss so tun, als ob sie exakt wéren, aber exakte Resultate gibt es in der
Praxis eben leider nicht und im Grunde ist es ein Unding die Dimensionierung
und die Numerik getrennt zu behandeln Statt sich um die vierte Stelle nach
dem Komma zu kiimmern, sollte man erst einmal sicherstellen, dass die erste
sicher ist. Etwas mehr realism wire unserer Meinung nach doch angesagt!

3.17 Kopplung von Bauteilen

Wenn man eine Scheibe an einem Stab — im Sinne eines Zugankers — fest-
macht und den Koppelknoten du; = 1 probehalber auslenkt, alle anderen
Knoten bleiben fest, dann bedeutet fismb = fiSChEibe, dass die inneren Energi-
en in den beiden Bauteilen dabei gleich grofl sind. Es ist aber keine statische
Kopplung, weil das f; auf der Seite der Scheibe keine echte Einzelkraft ist, es
ist eine Energie, ein Energie-Quantum.

Nur bei eindimensionalen Problemen, EIw!V = p, —EAv" = p etc., und
eben konstanten Steifigkeiten, sind die f; (dimensionsbereinigt) echte Knoten-
krifte.

Wie sich die einzelnen Elemente eines Netzes zu einem Ganzen fiigen, kann
man mit Hilfe der Inzidenzmatrizen verfolgen.

Die beiden Elementmatrizen des Stabes in Bild 3.30 stehen auf der Diago-
nalen einer 4 x 4 Matrix!'' K.

1 Alle Elementmatrizen einzeln, unverbunden und w0 und f,,. sind die Weg- und
KraftgroBlen an den Elementenden.
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Uq U us
a o a ) b b ) .
fl <“0—>» fl f2/ <_C‘><_f1 f2 ‘_O_’f?)
—» 2
EA | EA
L ge | L ge |
\ \ \ \
Bild 3.30. Kopplung zweier Stabelemente
fr N 1 -1 0 0 u§
s F -1 1 0 0 us |
flOC — f{) — ‘ee O 0 1 71 ul{ — KlOCulOC . (384)
fb 0 0 -1 1| [u§

Die Verschiebungen der Elementenden sind an die Knotenverschiebungen
u1, Uz, uz gekoppelt

u 1007 r,
Clwug|l o010 o
Ujpe = @ =010 Zg = Au. (3.85)
ub 001 3

Die Kréfte f; . und die Knotenkréfte f miissen bei einer virtuellen Verriickung
ou bzw. duj,. = A du die gleiche Arbeit leisten

fL du,,, = fFou oder fh.Adu=fou, (3.86)

was f = AT f loc €rgibt und das sind natiirlich gerade die Gleichgewichtsbe-
dingungen zwischen den Stabendkriiften und den Knotenkriften f;

f 1000 }[1
f=1f|l=10110 f%, =ATf, .. (3.87)
f3 0001 fz,

Multipliziert man (3.84) von links mit AT und beachtet u;,. = Au so kann
man an f = ATK,, A u die Gesamtsteifigkeitsmatrix ablesen

1 -1 0
K=A"K,, A= EKA -1 2 1. (3.88)
el 0-1 1

Wir notieren noch: AT A = [1, 2, 1] ist eine Diagonalmatrix der GroBe n x n,
wenn n die Zahl der globalen FG ist. Der Eintrag d; auf der Diagonalen ist
gleich der Zahl der lokalen FG, die mit dem globalen FG u; verbunden sind.
Bei dem obigen Beispiel stehen die Zahlen 1,2, 1 auf der Diagonalen von AT A.
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Verschiebungsgrofien
YB, VB
1 V3 A
Up 3 ‘
U
; a ﬂ ¥B Vo t, 3
U2
i a TB,UB V1
U > 1

Py,m,1-2

Bild 3.31. Kopplung Scheibe — Balken. Die drei Schnittkrifte Fg 2, FB,y, Mp des
Balkens werden in dquivalente Knotenkréfte Fj ;, F,; rechts umgerechnet, so dass
sie zur Scheibe links passen [292]

3.18 Aquivalente Spannungs Transformation

Die Kopplung von gleichartigen Elementen untereinander stellt also kein
Problem dar. Schwieriger ist es aber z.B. Stiitzen (Balken) und Scheiben
miteinander zu koppeln, weil Balkenenden Drehfreiheitsgrade haben, die den
Knoten einer Scheibe fehlen.

Die A quivalente Spannungs Transformation (EST) von Werkle, [291],
16st dieses Problem auf sehr elegante, ja natiirliche Weise. Bei ihr zdumt man
das Pferd sozusagen von hinten auf. Normalerweise geht man bei der Formu-
lierung einer Steifigkeitsmatrix

K=A"TK, A (3.89)

ja so vor'?, dass man erst die Kopplung zwischen den Weggriéien beschreibt,

12 Auf der Diagonalen von K, stehen die Elementmatrizen, siche (3.84).
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Uloe = AuKnoten (390)

und dann mit der Transponierten A7 die zugehérigen Gleichgewichtsbeding-
ungen formuliert

fKnoten = ATfloc . (391)

Erst berechnet man also f;,. = Kioc Uioe = Kioc A UKnoten, Und dann iiber
ou” fKnoten = 6“’[2@ floc daraus fKnoten = Kugnoten-

Bei der dquivalenten Spannungs Transformation ist es umgekehrt. Bei ihr
wird zuerst die Abbildung (3.91) formuliert — hier ist das statische Verstdndnis
und das Geschick des Ingenieurs gefragt — und diese Matrix A7 wird dann in
transponierter Form in (3.90) iibernommen.

An dieser Stelle zeigt sich — und das war vorher nicht so deutlich — dass es
zwei Wege gibt, den Zusammenhang A der Elemente zu beschreiben, den
geometrischen Pfad © g noten — Wioe 0der den statischen Pfad f;,. — f xnoten-

Beispiel 3.2. Wie man diese Technik nutzen kann, um eine Steifigkeitsmatrix
herzuleiten, die die Kopplung eines Balkens an eine Scheibe beschreibt, soll
das folgende Beispiel zeigen.

Die Situation ist in Bild 3.31 dargestellt; drei Knoten mit den Freiheitsgra-
den wu;,v; liegen dem Balken gegeniiber. Beim geometrischen Pfad (3.90)
macht man die Annahme, dass der Querschnitt des Balkens eben bleibt, also
mit a = d/2, halbe Trégerhohe,

Ul =up+atanpp, Uz =up, U3 =up—atanpp, vV =7V =13

(3.92)
und damit lautet (3.90) ausgeschrieben
(1) -~ _
u(ll) 1 0 a
Y1 0 10
1)
u(21) 1 00 u
vy’ | 0 10 B
e 0 1 0| LMY
2
(2) 1 0 —a
¥ 0 10
(2) L i
LV3 " |

Entscheidend ist, dass hier ein linearer Verlauf der Verschiebungen angenom-
men wurde — eine Annahme, die natiirlich so nicht richtig ist. Richtig im Sinne
der Elastizitdtstheorie wére ein Verschiebungsverteilung, wie sie sich bei einer
Berechnung des Anschlusses als Scheibe, d.h. der Modellierung des Balkens
mit Scheibenelementen, einstellt.
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Beim statischen Pfad geht man dagegen iiber die Krifte. Die Schnitt-
groflen Fpy, Fpy und Mp, siche Bild 3.31, erzeugen, bei Ansatz der Biegebal-
kentheorie, die Spannungen'® (Rechteckquerschnitt, ¢ = Wandstérke)

Fg, Mg Fg, 12Mgp
_tBa _ Bz 4B 94
Pa=—4 7 yB = BB (3.94)
31 yQB
Dy = 3 dt(l 4 2 )EFBy, (3.95)

in der Stirnfliche des Balkens, die man in dquivalente Knotenkriiften f auf
der Seite der Scheibe umrechnen kann und so kommt man zu einer Beziehung
zwischen den Kriften auf den beiden Seiten des Schnittufers.

Bei dieser Technik werden erst aus dem Vektor fp = {Fp ., Fp .y, Mp}T
die Knotenwerte p; der Spannungen ¢ und 7 ermittelt. Die Knotenwerte fassen
wir zu einem Vektor p zusammen und so kann der Ubergang f B — p mit einer
Matrix P (wie Polynome) beschrieben werden.

Mit den y-Koordinaten der Punkte 1, 2 und 3 (Achse yp bezogen auf den
Schwerpunkt des Balkens)

YB,1 = —a, yB,2 =0, YB3 =a (3.96)

erhélt man mit den obigen Formeln die Knotenwerte der Spannungen zu

[ pen ] [8a 0 24 ]

Dy 0 0 0
py;n’lﬂ 1 8Oa 90a 8 Fpa

x,2 L

py2 | 16ta2 | 0 12a 0 1;7\’?@, (3.97)
Py,m,2—-3 0 9a 0 B

Pz,3 8a 0 —24

Dy3 | 0 0 0 |

oder
p=Pfy. (3.98)

Die Berechnung der dquivalenten Knotenkréfte fg aus den als Linienlasten
aufgefassten Spannungen p, und p, geschieht, wie es die Regel ist, durch die
Uberlagerung der Spannungen mit den shape functions. Das Ergebnis hat
formal die Gestalt

fs=Qp (3.99)

mit einer Matrix, die wir @ (wie Quadratur) nennen.

Diese Beziehung wird zunéchst fiir jedes Element separat ermittelt und
daraus dann die Gesamtmatrix @ gebildet. Nach Bild 3.31 sind hier zwei
Scheibenelemente zu beriicksichtigen. Man erhlt'*, am Element 1

13 Vorzeichen gemsB Bild 3.31
' nach [294] Gleichung (4.78c, d), S. 259 und Gleichung (4.86a, b), S. 262
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FYl at2 1] [pes
N == 3.100
F[T% (1 2] [po (3.100)
und
F] at [ 3 4 -1 Pyt
vil == o . 3.101)
(1) 71 4 3 :| py,m,l 2 (
F,5 12 Dy
Damit lautet am Element 1 die Beziehung
1
Félli 4.0 02 0 5””71
F, at |0 3 4 0 -1 vl
F‘lf’ll) “12 102 0 04 o] [Pomr2 (8.102)
z,2 Dz,2
1) 0 -1 40 3 :
Fy,2 Dy ,2
und entsprechend am Element 2
2
Fnéz; 4.0 02 0 5%2
F, at |0 3 4 0 -1 v:2
y,2 | — 27
FO1 7122 0 04 0 py;”’?* ' (8103)
@ 0 -1 40 %53
Y,3 Py,3

Den Vektor der Knotenkréfte, die auf die Scheibe an der Verbindung wirken,
ergibt sich durch Addition der Elementkréfte der einzelnen Elemente, siehe
Bild 3.31, und man erhilt so die Matrix @ zu

[ DPz,1 ]
F,1 4 0 02 0 00 O Dy,1
Fy1 0 3. 40-100 0 Dy,m,1—2
Fop| at|2 0 08 0 02 0 P2
Fyof 12|10 =1 40 6 40 -1 Py.2 (3.104)
F,3 0 0 02 0 04 O Dy.m,2—3
Fys 0 0 00 -140 3 D3
Py,3 |
oder
fs=Qp. (3.105)
Die Krifte fg sind die Kriifte rechts in Bild 3.31. Mit (3.98) folgt weiter
Fs=QPfp=A"fy (3.106)

und somit lautet die Transformationsmatrix



288 3 Finite Elemente

Yy
a b
x IR
c
X
u_a» /‘Pa Qobyabb
FZ/,G Fy,b
A 1
F, ., M, My~ Fyy

Bild 3.32. Stabelement

/4 0 1/2 0 1/4 0
A=P'Q"=| 0o 1/8 0 3/8 0 1/8]|. (3.107)
/2 0 0 0 —1/2a 0

Die Weg- und Kraftgroflen am Stabende

Fpa U

F, v

g up Fy’; u;
fe=|FBy|, up=|ve|, fs= FI’2 p o us= | (3.108)

Mp ¥B Fy’3 us

Fys v3

transformieren sich also wie

up = A@axe)Us fs= A(Taxs)f3~ (3.109)

Am Stab, siehe Bild 3.32, lauten die Beziehungen zwischen den Weg- und
Kraftgrofien

apn 0 0 —agn 0 0 Ugq Fz,a

0 12a,/0?  6ay/l 0 —12a1/f? 6ay/t Vg Fya

0 G6ay/tl 4aq 0 —6ay/t 2aq vo| | My

—ag 0 0 ao 0 0 up || Fap

0 —12ai/f* —6a1/t O 12a1 /02 —6ay/tl v Fyup

0 6ay/l 2a1 0 —6ay /¢ 4aq Vb M,
(3.110)

mit
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EA EI
ag = ——, a’1:77

7 ¢ = Lénge des Stabes. (3.111)

Das Balkenelement besitzt die Knoten a und b. Entsprechend wird die obige
Steifigkeitsmatrix des Balkens nun in Untermatrizen, die sich auf die Knoten
a und b beziehen, unterteilt

Kaa Kab Ugq .f
=72 . 3.112
g L] 1% a1
Beim Anschluss des Knoten a an zwei Scheibenelemente wie in Bild 3.31 lauten
die Weg- und Kraftgroflen im Knoten a in der Notation der EST

up FB,m
u, =up = | vp fo=Ffp=|FBy| - (3.113)
B Mg

Wenn die Verschiebungen in den finiten Elementen linear verlaufen, transfor-
mieren sich die Groflen, s.o., gemif

up = A(3><6)US (3.114)

mit der Matrix A wie in (3.107). Setzen wir nun u, = up = Aug in (3.112)
ein, multiplizieren dann die erste Zeile von links mit AT, so ergibt sich mit

Afsn fo= Al fp=1Fs (3.115)
das Resultat
ATK,,A ATK, | [us fs
“ “ = ) 3.116
Ky, A Ky, up £y ( )

Das ist eine 9 x 9 Matrix, 6 FG ug an der Scheibe und 3 FG u; am Balken,
und die fg sind die sechs Knotenkrifte an der Scheibe.

Die Steifigkeitsmatrix (3.116) ist nun im Knoten a auf die Freiheitsgrade des
Scheibenmodells und im Knoten b auf die Freiheitsgrade des Stabes bezogen.
Knoten b kann, falls er ebenfalls an ein Scheibenmodell angeschlossen ist,
ebenfalls transformiert werden.

Zum Versténdnis sei gesagt, dass der statische Pfad hier nur zur Herleitung
der Matrix (3.116) benutzt wird. Der Zusammenbau aller Elementmatrizen
zur Gesamtsteifigkeitsmatrix erfolgt dann wie sonst auch.

Bemerkung 3.4. Der geometrische Pfad und der statische Pfad beruhen auf
unterschiedlichen Annahmen, die zu unterschiedlichen Ergebnissen fiithren.
Beim geometrischen Pfad werden die Verschiebungsverldufe vorgegeben, und
die Spannungen der Scheibenelemente passen sich diesen Vorgaben an. Beim
statischen Pfad werden dagegen die Spannungsverldufe vorgegeben und die
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e symbolisch, denn

/|| echte Krifte rutschen durch
/]

/]|

<

<

a b
Bild 3.33. Kopplung zwischen a) Stab und Scheibe, b) Balken und Platte, [123]

Verschiebungen (hier die Punkte 1, 2 und 3) kénnen sich anpassen und wei-
chen dann aber von der linearen Verteilung des geometrischen Pfads ab.

Beim geometrischen Pfad ist die Verbindung zu steif, beim statischen Pfad
ist sie zu weich. Der geometrische Pfad bedeutet jedoch — insbesondere bei der
Verbindung von Stiitzen mit Platten wie bei einer Flachdecke — einen starren
Einschluss im FE-Modell. Die FEM kommt jedoch mit starren Einfliissen nicht
gut klar, d.h. es ergeben sich im Verbindungsbereich Spannungssingularititen
und damit stark fehlerhafte Elementspannungen. Dies ist beim statischen Pfad
nicht der Fall und daher sollte man dem statischen Pfad den Vorzug geben.
Fiir weitere Details verweisen wir auf [294].

3.19 Die Koppelfuge

Die insider wissen es, aber wir wollen es hier trotzdem ansprechen: Die Kopp-
lung zwischen unterschiedlichen Bauteilen ist keine ,Klebeverbindung’, bedeu-
tet nicht notwendig gleiche Verformungen und gleiche Schnittkréifte, sondern
es ist eine energetische Kopplung. Bei einer Verriickung du = ¢; eines Kno-
tens in der Koppelfuge gilt §W; = f; (iiber alle beteiligten Bauteile hinweg),
aber daraus folgt nicht, dass die Schnittkréifte in der Koppelfuge punktwei-
se gleich sind und selbst die Verformungen gegeniiberliegender Schnittufer
miissen nicht punktweise gleich sein; das gilt nur fiir die Knoten, aber nicht
notwendig fiir die Punkte dazwischen.

Angenommen man schweifit einen Steg (quadratische Stabelemente) auf ein
Blech (bilineare Scheibenelemente), Bild 3.33 a. Die finiten Elemente rechnen
das, aber die Langsverschiebung der Stabelemente stimmt i.a. nur in den
Knoten mit der Bewegung der Scheibe iiberein.

Aber auch auf die Idee, dass doch wenigstens die Knotenkréfte iibertragbar
sein miissen, ist kein Verlass, weil eine Scheibe Einzelkréfte nicht festhalten
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kann, sie enden im Punkt co. Knotenkréfte bei einer Scheibe sind statisch eine
,Fiktion‘. Die f; sind Energie-Quanten, aber keine Kréfte.

In Bild 3.33 b wird ein Balken an eine schubstarre Platte (Kirchhoff) an-
gekoppelt, aber die Knotenmomente des Balkens lassen sich nicht auf die
Plattenseite iibertragen, weil die Platte Einzelmomenten keinen Widerstand
entgegensetzt (ein unendlicher Drehwurm, ¢ = oo, wiire die Folge).

Wiirden wir die Platte schubweich rechnen, dann kénnten wir noch nicht
einmal die Knotenkrifte tibertragen, weil Einzelkréafte bei einer schubweichen
Platte, wie bei einer Scheibe, einfach ,durchrutschen‘ — null Widerstand.

Oder man denke an den Briickenbau, stelle sich einen massiven Randtréiger
vor, der auf Bohrpfihlen liegt und in den die Briickenplatte einbindet. Im nai-
ven Sinn passt hier nichts zusammen, weil die 3-D Elemente des Randtréigers
die Briickenplatte durchdringen, sie verformen sich anders als der Rand der
Platte, und die Knotenkrifte der Bohrpfiahle schieffen ,pfeilscharf’ durch den
(aus ihrer Sicht) butterweichen Beton des Randtrigers.

3.20 Gleichgewicht in den Knoten ?

Auch wenn wir uns wiederholen: Die Gleichung Ku = f formuliert nicht
das Gleichgewicht der Knotenkréfte. Und das gilt auch fiir die Knoten in der
Koppelfuge. Die Gleichung bedeutet, dass bei der Auslenkung der Knoten in
der Koppelfuge die virtuelle innere Energie (= virtuelle &ulere Energie) der
beteiligten Elemente in der Summe gleich f; ist, dW; = §W, = f; = f;. Die
Bauteile tauschen sich also nur iiber dW; = f;, das ,schwache Gleichheits-
zeichen‘, aus und iiber die synchron geschalteten Knotenverschiebungen.

Nur in der Stabstatik und auch nur dann, wenn das Programm die exakten
Steifigkeitsmatrizen verwendet, kann man die Gleichung als Gleichgewicht in
den Knoten interpretieren. Bei Flachentragwerken geht das nicht, einfach weil
echte Knotenkréfte das Material zum Flieen bringen wiirden. Keine Scheibe,
keine Platte (auBer der schubstarren Kirchhoffplatte) hilt Einzelkréfte oder
gar Einzelmomente aus, sie rutschen einfach durch.

Eigentlich miisste jetzt an dieser Stelle ein langes Kapitel iiber das Model-
lieren mit finiten Elementen folgen, nur gibt es dazu schon einen Text, [123],
und inzwischen ist es auch so, dass die Kollegen aus dem Massivbau und
Stahlbau selbst erkannt haben, dass das Thema ihrer Aufmerksamkeit wert
ist, [104], [168], [182], [198], [241]. Weitere Biicher werden sicherlich folgen.

Wir wollten hier nur auf die Problematik hinweisen, daran erinnern,
dass das Knotenkraftmodell ein Schénwettermodell ist, das iiber wei-
te Strecken bequem und einfach zu handhaben ist und vieles vereinfachen
kann, aber eben — von 1-D Problemen, EFA und EI konstant, abgesehen —
doch nur ein Modell als ob ist'®.

5 Bin Programm ohne Knotenkriifte lisst sich an Bauingenieure nicht verkaufen,
aber aus mathematischer Sicht ist das eine ,Grenziiberschreitung’. Intern werden
aus den f; natiirlich Flachenkrifte. In dem PDE Modeler von MATLAB™ kann
man nur Flachen- und Linienlasten eingeben.



292 3 Finite Elemente

Stab
1
T~
EF-u
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- Verschiebung
Anf;ag
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w) —w,. = tang; — tang, = 1

Bild 3.34. Lokale Einflussfunktionen am festgehaltenen Stab bzw. Balken

3.21 Einflussfunktionen

Wir kommen nun zu den Einflussfunktionen, dem zentralen Thema in der
modernen Statik, denn wie wir in Kapitel 3.2 erklért haben, hingt die Genau-
igkeit einer FE-Berechnung davon ab, wie gut sich die Einflussfunktionen auf
einem Netz darstellen lassen. Mit den Einflussfunktionen hat man also eine
optische Kontrolle iiber die Giite eines Netzes.

Unabhéingig davon sind Einflussfunktionen aber auch der Schliissel zum
Verstdndnis eines Tragwerks, denn sie reprisentieren die Sensitivitét der
Struktur. Und gliickliche Fiigung:

Die eigentliche Stéirke des Computers ist die Visualisierung

Natiirlich, ohne Numerik geht es nicht, aber es ist doch erst die grafische
Darstellung der Ergebnisse, das Bild der verschobenen Struktur, die plots der
Schnittkrifte und der Hauptspannungen, die das Tragverhalten anschaulich
machen. Es diirfte wohl keine Disziplin geben, die so stark am Bild hangt und
vom Bild geprigt ist — die so in der Anschauung lebt — wie die Statik'®.

16 Der erste Autor wollte einmal Grafiker werden.
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Bild 3.35. Berechnung der Einflussfunktion fiir eine Verschiebung u(z), a) Dach-
funktionen und Originalbelastung, b) Ersatzkréifte und daraus resultierende FE-
Einflussfunktion

Und wir sagen es noch einmal: Statik ist Kinematik, ist Leben, und so regt
die Bewegung, die in den Einflussfunktionen steckt, uns zum Mitdenken an,
zum Nachspielen des Tragverhaltens bis wir sicher sind: ,Ja, so muss es sein‘.

Und nun die finiten Elemente: Einflussfunktionen lassen sich mit einem
Computer doch ganz leicht berechnen. Das Programm 16st einfach das System

Kg=7, (3.117)

das dasselbe System Ku = f wie immer ist, nur dass wir die u; jetzt g;
nennen und statt f; schreiben wir j;. Dieser Namenswechsel erleichtert das
Operieren mit FE-Einflussfunktionen.

Schon an dieser Stelle sei betont, dass man bei der Berechnung von Ein-
flussfunktionen mit finiten Elementen das System nicht verindert, also
kein Lager wegnimmt und keine Gelenke einbaut. Die Generierung der ex-
akten Einflussfunktionen (in der Stabstatik) geschieht rein ,software-seitig’.

Um z.B. die Einflussfunktion fiir das Moment M (z) in einem Rahmen zu
berechnen, wird das System Kg = j gelost. Die j; sind die Momente der
shape functions im Aufpunkt z und die g; sind die Knotenwerte der Einfluss-
funktion. Im Riegel oder Stiel mit dem Aufpunkt wird nur noch die lokale
Einflussfunktion fir M(z) dazu addiert, lokal = Einflussfunktion am beid-
seitig eingespannten Element, siehe Bild 3.34 e. Die so generierte Einfluss-
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funktion G5 (2 bedeutet EF fiir ein Moment) hat im Aufpunkt x genau den
vorgeschriebenen Knick Gh(z_) — G4(z4) = 1.

3.21.1 Beispiel

Unser erstes Probestiick ist die Berechnung der Einflussfunktion fiir die
Langsverschiebung u(z) des Stabes in Bild 3.35 im Punkt = 2.5. Die
dquivalenten Knotenkrifte sind in diesem Fall die Verschiebungen der An-
satzfunktionen ¢;(x) in dem Punkt x = 2.5 (genau genommen 1N - ¢;(2.5))

01(25) =0  ©2(25) =05  3(25) =05  ¢4(25) =0, (3.118)

was auf das Gleichungssystem

-1 0 0] [o 0

EA|-1 2-1 0| |g| |05

L | 0-1 2- N (3.119)
0 0-1 2| |g 0

fiir die Knotenverschiebungen g; fiihrt. Dieses System hat die Losung

g1 = 1 g — 2 gs = 2.5 g4 = 2.5 X (3120)

EA’

und somit hat die Einflussfunktion die Gestalt

Gi(y,x=25) = ElA [1-p1(y) +2-pa(y) + 2.5 93(y) +2.5- a(y)]-
(3.121)

Da x den festen Aufpunkt bezeichnet, heifit die Laufvariable jetzt y.

Die FE-Einflussfunktion ist, bis auf das Element in dem der Aufpunkt x
liegt, exakt. Die Abweichung in dem Element beheben die Programme da-
durch, dass sie zur FE-Losung die lokale Einflussfunktion, siehe Kapitel 3.28,
addieren

Goly,z) = GJ(y, x) + lokale Einflussfunktion . (3.122)

So gelingt es den FE-Programmen exakte Einflussfunktionen fiir Stab-
tragwerke zu generieren — vorausgesetzt FA und EI sind konstant.

3.21.2 Der Schliissel zu den Knotenkriften j;

Warum sind bei dem obigen Beispiel die dquivalenten Knotenkréifte j; (=
fi) die Werte der Ansatzfunktionen im Aufpunkt, j; = ¢;(2.5)? Der Schliissel
hierzu liegt in der Definition der dquivalenten Knotenkrifte f;.

Eine Knotenkraft f; ist eine Arbeit, ein Energie-Quantum, und zwar
die Arbeit, die die Belastung p(z) auf den Wegen der Ansatzfunktion ¢;(x)
leistet
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e =05/
P=1
05 |ji=wi(z)| 05
| ® ﬂ\ I ¢ I
1, Ll
8 8 =05/
1.5
- M=1
= !
0.25 Ji (‘OZ(m) 0.25 |
1.5
N
Ji=M (%)(m)\ ***** lokale EF
0 0
4\, ° ﬁ | |
e gr 1 | I
B £l ¥
14 V4 | )
6 E :
72 Ji = V(%)(fﬂ)‘ 12 BT
N 3
a4 . & ! . 1
Y omr emr U | =1
E) 2
! V4
Joo—= f. | |
a Ji = fi v b

EI =28000kNm? - 14000kNm= —FE7/¢ 14000 kNm = ET//

/\V ¢ (\

\

eXa 1( ¢
AL
&

N~ — |
\3/ lokale EF
\/

4x2m

Bild 3.36. a) Die dquivalenten Knotenkréfte j; zur Erzeugung der vier Einflussfunk-
tionen fiir die Werte w(z), w’(z), M (z), V() in der Mitte eines Balkenelements. Die
Jji sind die Werte ¢;, @5, M (¢;), V(¢;) der Ansatzfunktionen im Aufpunkt z = 0.5¢.
b) Wenn zu den FE-EF noch die lokalen EF rechts addiert werden, wie in Bild c)
sind die EF auch im Element mit dem Aufpunkt exakt — sonst nur auflerhalb von
dem Element. Die j; findet man in (3.158) und (3.159).
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Bild 3.37. Einflussfunktion fiir die Querkraft V(z) an demselben Triiger. Wenn die
Elementlidnge ¢ gegen null geht, wird aus den j; — oo das Dirac Delta d3(y, z). Es
ist 42000 kNm = (d3, ¢7) = V(¢7)(z = 0.5¢) x 1 m, analog (43, ©3)

fi= / p(@) pi(z)dz  [Nom]. (3.123)

Bei Einflussfunktionen steht auf der rechten Seite der Differentialgleichung
aber ein Dirac Delta (eine in einem Punkt konzentrierte Linienlast)

d2

_ga %
dy?

Go(y,z) =do(y —z)  « [N/m], (3.124)
die einer Einzelkraft im Aufpunkt x = 2.5 gleichwertig ist. Sie ist sozusagen
das p, das zur Einflussfunktion gehort. (Wir differenzieren auf der linken Seite
nach y, denn das ist hier die Laufvariable). Jetzt rechnen wir und finden, dass
die dquivalenten Knotenkrifte ([N-m])

l

§i = / do(y — ) wi(y) dy = @i(x) =25 (3.125)
’ [N/m] (m]  [m]

zahlenmiflig einfach die Werte der vier Ansatzfunktionen ¢; im Aufpunkt
x = 2.5 sind; so kommt die Liste (3.118) zustande, siehe auch die Bilder 3.36
und 3.37.
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Bemerkung 3.5. Eigentlich muss man, siehe (3.134), die j; in Bild 3.36 a noch
mit der jeweiligen konjugierten Groflie multiplizieren

Ji = wi(z) -1 Kraft Ji = ¢i(z) -1 Moment (3.126)
Ji = M(p;)(z) - tan(45°) Verdrehung  j; = V(¢;) -1 Versatz  (3.127)

um auf N-m zu kommen, aber numerisch dndert sich dadurch natiirlich nichts.
Der Computer kennt nur Zahlen.

3.22 Funktionale

Um nun doch etwas systematischer vorzugehen, wollen wir iiber Funktionale
sprechen. Ein Funktional ist eine Funktion von Funktionen. Mit den Funktio-
nen sind die Biegelinien, die Verformungen des Tragwerks gemeint.

So ist die Querkraft, die Durchbiegung, das Moment etc., in einem Punkt
x eines Triigers, jedes fiir sich, ein Funktional'”, ein Punktfunktional,

J(w) =V(z) J(w) = w(x) J(w) = M(x), (3.128)
und in der linearen Statik sind die Funktionale linear,

J(w1 + ’U)Q) = J(wl) + J(UJQ) . (3.129)

Lineare Statik bedeutet lineare Funktionale.

Wichtig fiir das folgende ist nun, dass man in der linearen Statik die Aus-
wertung von Funktionalen auf Skalarprodukte zuriickfithren kann. Es sei
z.B. J(u) = u; die i-te Komponente u; eines Vektors u, etwa des Verschie-
bungsvektors eines Fachwerks. Wegen

J(u) =u; = elu (3.130)

entspricht das Ergebnis dem Skalarprodukt zwischen dem Einheitsvektor e;,
dem diskreten Dirac Delta, und dem Vektor u, oder — statisch gesprochen
— der Arbeit, die der Einheitsvektor e; auf dem Weg u leistet.

Genauso kann man das Funktional J(w) = w(z), die Durchbiegung eines
Trigers in einem Punkt z, als die Uberlagerung von w mit einem Dirac Delta
0o(y — x) (= Punktlast)

l
Hw) = 1-u(e) = [ Gly—)u)ds N, (3.131)

lesen. Das Dirac Delta spielt hier dieselbe Rolle, wie der Einheitsvektor e;.
In der Statik wird daher die Auswertung eines linearen Funktionals auf
ein Arbeitsintegral, ein Lo-Skalarprodukt zuriickgefiihrt. Jedes Funktional

17 Wir benutzen .J als generische Bezeichnung fiir Funktionale.
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J(w) berechnet sich durch die Uberlagerung eines bestimmten Dirac Deltas
(einer statischen oder geometrischen Punktgrofe, einer Kraft oder einem Ver-
satz) mit der Biegelinie w

!
J(w) = /0 0y —x)w(y)dy. (3.132)

Wie wir gleich sehen werden, miissen wir gar nicht wissen, wie diese verschie-
denen Dirac Deltas aussehen. Wir miissen nur wissen, was das Ergebnis J(w)
sein soll. Und weil wir jedes Funktional als Arbeitsintegral lesen, hat jedes
Funktional im Ergebnis die Dimension einer Arbeit

J(w) =1 irgend etwas’ [N-m], (3.133)

wobei die 1 immer eine solche Dimension hat, dass 1-,irgend etwas‘ die Dimen-
sion einer Arbeit hat, die 1 also konjugiert zu ihrem Begleiter ist. So lauten
die Funktionale in (3.128) eigentlich vollsténdig

Jw)=V(z)-1 =N-m 1 = Versatz (3.134a)
Jw)=w(z)-1 =m-N 1 = Kraft (3.134b)
Jw)=M(z)-1=Nm-[] 1= Knick . (3.134c¢)

Der Knick ist ein Sprung in der Ableitung w’, im Tangens, der ja als Quotient
zweler Lingen, dw/dx, keine Dimension hat. Im Folgenden schreiben wir die
1 meist nicht mit an, aber wir denken sie dann immer mit.

Die Einfithrung der Dirac Deltas hat den Vorteil, dass wir die zugehorige
Einflussfunktion als die Losung der Balkengleichung (wir bleiben der Einfach-
heit halber beim Balken) mit dem Dirac Delta auf der rechten Seite interpre-
tieren kénnen

4

El—
dyt

Gly,z) =0(y —x). (3.135)
Weil x den Aufpunkt bezeichnet, nennen wir die eigentliche Laufvariable y
und deswegen stehen links Ableitungen nach y.

Die &dquivalenten Knotenkrifte, die die Einflussfunktion generieren,
sind dann einfach die Zahlen (wir nennen die f; hier j;)

l
ji= / 5y — ) pily) dy = J(¢1), (3.136)
0

also die Werte J(p;) der Ansatzfunktionen. Einfacher geht es eigentlich nicht
mehr. Das bedeutet also:

(1) Die Knotenkrifte j;, die die Einflussfunktion fiir die Durchbiegung eines
Balkens in einem Punkt z erzeugen, sind die Durchbiegungen der Ansatzfunk-
tionen ¢; in diesem Punkt

Ji = pi(x). (3.137)
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(2) Die Knotenkrifte j;, die die Einflussfunktion fiir das Moment M (z) in
einem Punkt z eines Balkens erzeugen,

ji = —BIpl(x) = M) (@), (3.138)

sind die Momente der Ansatzfunktionen in diesem Punkt = — etc.
Formulieren wir das als Regel:

Theorem 3.1 (Knotenkrifte fiir Einflussfunktionen). Die Einflussfunk-
tion fir eine Grofie J(u) (ein lineares Funktional J(u)) wird durch die Kno-
tenkrifte j; = J(p;) erzeugt. Die Knotenkrdifte sind also zahlenmdfSig einfach
die Ergebnisse J(p;) der Ansatzfunktionen.

Die Knotenwerte der Einflussfunktionen nennen wir g; und die dquivalenten
Knotenkriifte j;, so dass das System Ku = f jetzt also

Kg=3j (3.139)

heifit. Die Bedeutung der g; = u; und j; = f; dndert diese Umbenennung
natiirlich nicht.

Bild 3.38. Plattenelement im Netz

3.23 Der Betti-Trick

Um die Einflussfunktion fiir das Moment m,, im Mittelpunkt x des Plat-
tenelements in Bild 3.38 zu berechnen, werden die Knoten mit den Knoten-
kriften

ji = / 52y, ) i () A2y = M (02) () (3.140)
(9]

belastet.
Zu den drei Ecken des Elements gehoren je drei Freiheitsgrade w, w,s , w,y,
also gibt es 9 = 3-3 shape functions @;(x). Die Knotenkrifte j; = ma.(v;)(x)
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—= G Bild 3.39. Einflussfunktion
4x1, Gy, fir die Seildurchbiegung
im Punkt z

y

sind zahlenmdf$ig die Momente m,, der shape functions im Aufpunkt. Wel-
ches j; nun Kraft oder Moment ist, richtet sich nach dem Freiheitsgrad w;. Die
Freiheitsgrade 1,4,7 sind Durchbiegungen, also sind ji, j4, j7 Knotenkréfte.
Die Freiheitsgrade 2, 5,8 sind Drehungen um die z-Achse, also sind js, js, js
Knotenmomente um die z-Achse und js, jg, jo sind Momente um die y-Achse.

Diese neun j; erzeugen die Einflussfliche Gy, (y, ) fiir m”, (x).

Das, was man wissen will, J(w), steckt man als Knotenkriifte j; = J(p;) in
das System hinein.

Dahinter steht natiirlich der Satz von Betti, W; 2 = W ;. Er macht das
einmal so und einmal so moglich. Der Praktiker rechnet

Mp(®) = D maa(pi) (@) - wi (= jiwi), (3.141)

ohne dabei an Betti zu denken. Der Analytiker aber sagt — halt — ich kann
diese Formel auch als ,Betti‘ lesen, da werden Knotenkrifte j; = mg..(v;)(x)
mit Knotenverformungen w; multipliziert. Die j; sind die Knotenkrifte in
einem LF 1 und die Wege w; kommen aus einem LF 2, dem LF p,. Wegen
Wi = Wy muss daher auch das umgekehrte gelten'®, J(w) = j7w = g7 f,

Wio =Y jiw =ml,(z) = / Gon(y, ) p(y) dfly = Way,  (3.142)
- o

und das ist die Bestimmung des Moments m”, () durch die Uberlagerung der
Einflussfunktion Gg;, mit der Belastung p; es ist (Gap, p) = g7 f.

18 Wie in Bild 4.4 (G2n, pn) = (Gan,p) diirfen wir p statt pp schreiben und Gap, ist
die Biegefliche unter der Wirkung der Knotenkrifte j;
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Nennen wir es den Betti-Trick. Er spart den ganzen ,Delta- Apparat‘. Man
setzt die my,(p;) als Krifte in die Knoten und berechnet deren Arbeit auf den
Wegen w;. So wird aus der Summe (3.141) ,hohere Statik‘. Das geht mit jeder
2-Term Summe Zl a; by = W1 2, wenn natiirlich nicht garantiert ist, dass das
Gegenstiick Wy ; existiert oder einen Sinn gibt. There must ezist a symmetric
middle term K, the governing equation must be self-adjoint'?.

Ebenso funktioniert die Berechnung der Durchbiegung des Seils in Bild
3.39, einmal direkt und einmal mittels der Einflussfunktion. Die j; = ¢;(x)
sind die Durchbiegungen der shape functions im Aufpunkt z, also j; = 3/4,
jo =1/4 und j3 = 0, und das ,einmal so und einmal so‘ ergibt

3 1 !
Wi = ;]z wi = 7wy + LW = wp(z) = /o Gul(y,z)p(y)dy = Wa .

(3.143)

3.24 Generalisierte Einflussfunktionen

Jetzt werden wir kithn. Nachdem wir wissen, wie man Einflussfunktionen
mit finiten Elementen berechnet, kénnen wir das Wissen auf beliebige lineare
Funktionale anwenden, also den Satz von Land, der nur Einflussfunktionen
fiir w(x), M (z) etc. kennt, hinter uns lassen.

Das Funktional muss nur linear sein. Mehr wird nicht verlangt. Die Ein-
flussfunktionen, die zu diesen Funktionalen gehéren, nennen wir generali-
sierte Finflussfunktionen. Generalisiert zielt darauf ab, dass der Bereich
der klassischen Einflussfunktionen iiberschritten wird.

3.25 Schwache und starke Einflussfunktionen

In Kapitel 1.17 haben wir iiber den Unterschied zwischen schwachen und
starken Einflussfunktionen gesprochen und gezeigt, dass es keine schwachen
Einflussfunktionen fiir Kraftgroffen gibt.

Es mag daher eine Uberraschung sein, dass die finiten Elemente (scheinbar,
siehe (9.294)) nicht zwischen schwachen und starken Einflussfunktionen un-
terscheiden. Eine FE-Einflussfunktion ist die Losung des Variationsproblems

Gp €V a(Gr, i) = J(p;) fiir alle p; € Vy (3.144)

und diese Funktion G, kann in beide Formulierungen eingesetzt werden

l
Twn) = [ Gala)(0) dy = a(Grvun) = Mok (3.145)
stark schwach

weil auf V, die beiden Formeln — stark und schwach — zusammenfallen

19 Kg=jundsogilt jTu=g"Ku=g"f
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5% 1.0
== > =
Seil
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Bild 3.40. FE-Modell eines Seils, a) Ansatzfunktionen, b) FE-Einflussfunktion fiir
w im Punkt z = 1.25 und exakter Wert (0.94), c¢) FE-Einflussfunktion fiir w im
ersten Knoten, die Funktion ist exakt, Gr(y,z) = G(y, z)

l
J(un) = /0 Grly,z)p(y)dy =g" f = g" Ku = a(Gp, up) - (3.146)

In Matrizenschreibweise besteht der Unterschied nur darin, wie man die Glei-
chungen liest

Jup)=g"f=g"Ku . (3.147)
k h h
star schwac

In der schwachen Formulierung g7 Ku summieren wir iiber alle Eintriige 4, j

> gikijug =Y gialei, ;) u;, (3.148)

i,j=1 i,j=1

was einem Gebietsintegral (wie ,Mohr*, Uberlagerung der Momente, beim Seil
V) gleichkommt, withrend die starke Formulierung g7 f die Knotenverschie-
bungen ¢; mit den Knotenkriften f; wichtet.
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3.26 Beispiele

Beispiel 3.3. Um die Einflussfunktion fiir die Durchbiegung w(xz) des
Seils in Bild 3.40 im Punkt z = 1.25 zu berechnen, J(w) = w(1.25), wer-
den die Durchbiegungen der ¢; im Punkt z als Knotenkrifte aufgebracht

J1=v1(x) =0.75 jo = pao(x) =0.25 j3s=w3(x) =0 js= pa(x)=0.

(3.149)
Das Gleichungssystem
2—-1 0 O g1 0.75
-1 2-1 0 g2| _ ]0.25
B 1 sl =1 0 (3.150)
0 0-1 2 n 0

fiir die Knotenverschiebungen ¢; der Einflussfunktion hat die Losung
g1 =0.75 g2 =0.75 g3 =0.5 gs = 0.25 (3.151)
und so lautet die Einflussfunktion, siehe Bild 3.40 b,

Gn(y, ) =0.75- ¢1(y) + 0.75 - 2(y) + 0.5 - 3(y) + 0.25- pa(y) .  (3.152)

Ginge es um die Einflussfunktion fiir die Durchbiegung im ersten Knoten,
x = 1.0, hitten die Knotenkrifte die Werte

Ji=p1(z) =10 ja=a(x) =0 jz=3(x)=0 js=¢a(z)=0,
(3.153)
und dann wire die FE-Einflussfunktion fiir w(x) sogar exakt, weil die Losung
von Kg =3

g1 = 0.8 g = 0.6 gs = 0.4 g4 = 0.2 (3154)
genau die Knotenwerte der Einflussfunktion sind und sie dazwischen linear

verlduft, siehe Bild 3.40 ¢, was die shape functions darstellen kénnen.

Bemerkung 3.6. Die g; &ndern sich mit der Lage = des Aufpunktes, sie sind
also Funktionen von z, so dass eine FE-Einflussfunktion im allgemeinen in
einer separierten Form vorliegt

Gu(y,r) = g1(z) - p1(y) + 92(x) - 2 (y) + 93() - 3(y) + ga () - pa(y) . (3.155)

Beispiel 3.4. Die Einflussfunktion fiir das Biegemoment M = —FET w" des
Durchlauftrégers in Bild 3.41 im Punkt x = 4.5 wird von den &quivalenten
Knotenkréften (den Momenten der ¢;), siehe Bild 3.42,

ji=—EIlo(x)-1 [Nm]-[ ] 1 = Knick[ ] (3.156)
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Bild 3.41. FE-Einflussfunktion fiir a) das Biegemoment M und b) die Querkraft V'
im Punkt 0.5 .. Die Knotenkrifte sind die j; = M(p;) bzw. j; = V(p;), s. (3.159).
Hier sieht man auch: Je hoher die Ableitung der Zielgrofle, desto ungenauer ist die
FE-Einflussfunktion — wichtig vor allem fiir Fldchentragwerke

erzeugt und die Einflussfunktion fiir die Querkraft V(z) = —ET w"'(x) von
den Querkréften der ;

ji=—FEILo!(x)-1 [N]-[m] 1 = Versatz [m], (3.157)

?

wobei die ¢; die Ansatzfunktionen (shape functions) sind, die auf einem ein-
zelnen Element mit der Linge ¢ die Gestalt

B R

p3(z) = 3%22 - %3 pa(z) = q’; —~ j—j (3.158D)
haben. Thre Schnittgrofen M; = —EI ¢/ und V; = —EI ¢} sind*°

My (z) = (e% - %x) Bl My(z) = ((Z—f - %) . EI (3.159a)

My(z) = (% - z%) Bl My(x) = (%f - %) Bl (3.159b)

Vi(e) = _% EI Va(z) = E% EI (3.159¢)

* i [ml, @i [ ], @i [1/m], i [1/m?]
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Bild 3.42. Balkenelement, a) die vier Ansatzfunktionen ¢; und b) die dazu gehéri-
gen Biegemomente M und c¢) Querkrifte V, siehe (3.159)

U3 fe =0

U3

(%)

U9
f3=ys1
uy fi = ya3

><E’
2A

a b

Bild 3.43. CST-Element, a) Geometrie und Freiheitsgrade, b) diese Knotenkréfte
erzeugen die Einflussfunktion fiir die Spannung o,,. Sie ist konstant, wie es bei
einem CST-Element (constant strain element) ja auch sein muss

Vs(z) = o5 - E1 Vi(z) = - - EI. (3.159d)

Nur die Knoten des Elements, in dem der Aufpunkt x liegt, tragen Kno-
tenkrifte j;, weil die Ansatzfunktionen ¢; aller anderen Knoten, die weiter
weg liegen, keine Momente bzw. Querkrifte im Aufpunkt x erzeugen.
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Bild 3.44. Bilineares Element

Die so erzeugten Einflussfunktionen haben auflerhalb des Elementes mit
dem Aufpunkt die richtige Gestalt. Das Ergebnis wird auch im Element exakt,
wenn wir — wie beim Drehwinkelverfahren — die lokale Einflussfunktion (fized
ends) zur FE-Einflussfunktion addieren.

Beispiel 3.5. In einem CST-Element (constant strain triangle) wie in Bild
3.43 entstehen bei einer Verschiebung w = {u1, vy, us, v, us,v3}? der drei
Knoten konstante Spannungen im Element, deren Gréfie von den Koordi-
natendifferenzen — also der Gestalt des Elements — abhéngen

Ui

U1
Oz £ | Y2 0 wys 0 w2 0 s
Oyy = ﬂ 0 o3 0 13 0 21 vy . (3160)
Ozy r32 Y23 T13 Y31 T21 Y12 us

U3

Es bedeutet z;; = 2; — x; und y;; = y; — ¥;. Um auf einem Elementnetz
die Einflussfunktion fiir eine Spannung o,, zu erzeugen, ldsst man in den
Knoten des Elements, das den Aufpunkt enthilt, die Spannungen o, aus
den Einheitsverformungen ¢, (x) der Knoten wirken, j; = 0., (¢p;)(x), also

'*E l'fE 1'*E 1 jo=ja=7j6=0
J1—2Ay23 13—2Ay31 J5—2Ay12 J2=Ja=J6=VU.
(3.161)

Die Summe der j; ist null

Jitdstis =52 —ystys —yi+y—y2) =0, (3.162)

was bei allen Einflussfunktionen fiir Kraftgréflen so ist, weil die Elemente
durch gegengleiche Kriifte j; gespreizt werden.
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Bild 3.45. Die vier skalaren Knotenfunktionen 1; auf denen die vektorwertigen
shape functions «, basieren (MATLAB™)

Beispiel 3.6. In den néichsten beiden Beispielen rechnen wir mit bilinearen
Scheibenelementen, also Elementen mit vier Knoten und 2 - 4 Freiheitsgra-
den, siehe Bild 3.46. Zu jedem Freiheitsgrad (FG) gehort ein Verschiebungs-
feld ¢,;(x), das den Knoten, entsprechend dem FG, entweder in horizontaler
oder vertikaler Richtung auslenkt

@)= [M0] e = || es@ = |7] e @y

Die sich wiederholenden Eintrige v;(x), einmal oben, einmal unten, sind die
vier skalarwertigen Ansatzfunktionen der vier Eckpunkte, siehe Bild 3.45,

1 1

(@)=~ la—2)(b-y)  Pa(z)=—(a+a)b-y)  (3.164)

Ya(@) = 1o (@t D)b+y) @)

=

= —(a— . 1
4ab(a x)(b+vy) (3.165)
Wenn ein Knoten sich in horizontale Richtung bewegt, dann sind also alle
vertikalen Verschiebungen null und umgekehrt. Solche ,gesplitteten‘ Verschie-
bungsfelder machen es leicht, die Bewegungen der Knoten zu kontrollieren.
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0.5625 kNm 0.1875 kNm

Bild 3.46. Bilineare Elemente, a) Einflussfunktion fiir u,(a) und b) fiir oyy(x)
(WINFEM)

Einflussfunktion fir u,

Um die Einflussfunktion fiir die horizontale Verschiebung in dem Viertels-
punkt eines Elementes mit der Linge a = 2 und Hohe b = 1 zu generieren,
ldsst man vier horizontale Kréfte in den vier Ecken des Elementes wirken. Die-
se Krifte sind die Verschiebungen der vier horizontalen Verschiebungsfelder,
Indices 1, 3,5, 7, im Aufpunkt & = (—0.5, —0.25) (Element-Koordinaten)

j1=05625  j3=01875  j5=0.0625  j; =0.1875,  (3.166)

und sie erzeugen die Verformung in Bild 3.46. Die horiz. Verschiebungen —
der vier vert. Verschiebungsfelder 1 sind natiirlich null im Aufpunkt und daher
gibt es auch keine j; 1 in vertikaler Richtung, js, j4, j6, js, sind alle null.



3.26 Beispiele 309

2 044 576 kNm
914 362 kNm

1 293 104 kNm 1 293 104 [kNm

' 1 293 104 |kNm

1 293 104 [kNm

1 293 104 kNm

a T
2 044 576 kNm 914 362 kNm

b

Bild 3.47. Einflussfunktion fiir das Integral von o,y in einem senkrechten Schnitt,
a) dquivalente Knotenkrifte, b) Einflussfunktion, [119], (WINFEM)

Einflussfunktion fiir o,

Die Einflussfunktion fiir die Spannung oy, in dem Viertelspunkt entsteht,
wenn man die Spannungen o,,(¢;) der 4 x 2 Verschiebungsfelder ¢; in dem
Punkt als Knotenkréfte j; aufbringt.

In einem bilinearen Element mit der Linge a und Hohe b, wie in Bild
3.44, haben die Spannungen die Verldufe

Uwa:(x7y):ab( T '|:b('U:1—U,3)—|—aZ/(u2—u8)_|—

—1+0v2)

+axv(—uz+ug —ug+us) +y(—u +uz —us + uy)] (3.167)

oyy(x,y):ab( E .[by(ul—ug)—i—a(uQ—ug)—i—

—1+1?)
+x(—ug +us —ug +ug) +yv(—uy + uz — us + u7)] (3.168)

und
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Bild 3.48. Je kleiner das Element ist, desto mehr Energie braucht man zum Spreizen
des Elements. Einmal den Aufpunkt umrundet resultiert in einem Versatz von Eins

—F
Oay(,y) = 2ab(1+0) b(uz —ua) +a(ur —ur) +
+ax(—up +us —us+ur) +y(—ug +ug —ug+ Ug)} . (3.169)
Setzen wir u; = 1 und alle anderen u; = 0, so sind das die Spannungen,

die zu dem Verschiebungsfeld ¢, (x) gehoren. Daher betriigt die dquivalente
Knotenkraft j; im ersten Knoten in horizontaler Richtung (u; = 1)

} E [
J1=oyy(z,y) = b (Cit oY) _bz/ulerV (ul)] = —3.07-10°kNm (3.170)
und in vertikaler Richtung (ug = 1)
. E [ .

Die anderen j; ergeben sich nach demselben Muster. Das Ergebnis und die
Knotenkriifte sind in Bild 3.46 b dargestellt.

Je grofer ein Element ist, desto kleiner sind die Kriifte j; ~ 1/h, — und
vice versa, siche Bild 3.48, was ein Charakteristikum der Einflussfunktionen
fiir Spannungen ist.

Man kann die j;, die das Element spreizen, auch ,geometrische Krdifte¢
nennen, weil ihre Grofle vom Zuschnitt des Elements abhéngt.

Bei einem langgezogenen Dreieck (CST-Element) mit dem Seitenverhiiltnis
lg 11y =4 :1 braucht man z.Bsp. fiir die Spreizung in vertikaler Richtung das
vierfache an Kraft gegeniiber einer Spreizung in horizontaler Richtung, siehe
Bild 3.49. Entsprechend unausgewogen sind auch die Elementbeitriage in der
Steifigkeitsmatrix des Elements, weil da ja noch quadriert wird

/ eiyd():/ e2,dN=16:1. (3.172)
2. 2
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Bild 3.49. Generierung der Einflussfunktionen in einem CST-Element, a) fiir 044,
b) fiir oy,; weil die Spannungen in einem solchen Element iiberall gleich sind, gelten
die Einflussfunktionen fiir jeden Punkt

Bei der Berechnung einer Steifigkeitsmatrix wird zwar nichts gespreizt, son-
dern die Knoten werden um u; = 1 ausgelenkt, aber das ist beim CST-Element
dasselbe, weil die Spannungen konstant sind.

Einflussfunktion fiir N,

Nun soll die Einflussfunktion fiir das Integral der Schubspannungen

l
0

in einem vertikalen Schnitt, der durch einen vorgegebenen Punkt = = (z,y)
lduft, berechnet werden. Die dquivalenten Knotenkrifte sind jetzt Integrale,
siehe Bild 3.47,

1
ji = / Ou(:) dy (3.174)
0

also die aufintegrierten Schubspannungen der Verschiebungsfelder, die zu den
vier Ecken des Elementes gehoren. In den vier Ecken jedes Elements, durch
das der Schnitt fithrt, werden die folgenden dquivalenten Knotenkréfte aufge-
bracht

b
. “E
Ji = /0 ory(p;) dy = 2a(l+v) : {b(uz —ug) +a(uy —ur)+
b
+z(—uy +U3—u5+u7)—|—5(—u2—|—u4—u6—|—u8) , (3.175)

wobei z die z-Koordinate des Schnittes ist.

Um j zu berechnen, setzen wir u; = 1 und alle anderen u; = 0. Fiir j§
setzen wir up = 1 und alle anderen u; = 0 etc. Der Index e an j{ soll darauf
hinweisen, dass dies Elementbeitrige sind. Die resultierende Knotenkraft
ergibt sich durch die Summation {iber alle an den Knoten angeschlossenen
Elemente, die vom Schnitt getroffen werden.
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Bild 3.50. 9-Knoten Element. Zentrale bubble function @9 und ihre erste Ableitung
in z-Richtung; fy ist natiirlich senkrecht nach oben gerichtet (MATLAB™)

Einflussfunktion fiir u,,

Eine Membran wird mit einem Nine-Node Biquadratic Quadrilaterals be-
rechnet. Um die Einflussfunktion fiir die erste Ableitung u,, zu ermitteln, sind
die Knoten mit den ersten Ableitungen ¢;,, der shape functions im Aufpunkt
zu belasten. Relativ zu dem Element in Bild 3.50 liegt der Aufpunkt an der
Stelle & = (0.6,0.6) und dort betréigt z.B. die Ableitung der zentralen bubble
function pg,, = —0.768, was die Knotenkraft fo = —0.768 ergibt.

Einflussfunktion fiir m .,

In Bild 3.51 sieht man, wie die Einflussfunktion fiir das Moment m,, in
einer Platte nahe einer einspringenden Ecke mit Hilfe von dquivalenten Kno-
tenmomenten f; erzeugt wird (vertikale f; gibt es keine).

3.27 Die shape functions und ihre Spannungen

In linearen Elementen sind die Spannungen und die Normalkrifte konstant
und in kubischen Elementen die Querkrifte. Daher muss die FE-Einflussfunk-
tion der Querkraft in allen Punkten z eines Elements dieselbe sein. Das passt,
denn die #dquivalenten Knotenkriifte j; = —ET ¢}'(z), die die EF erzeugen,
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M, = +10263 kNm
M, =+ 1642 kNm

b

C

Bild 3.51. Einflussfunktion fiir das Moment mg, in einer Kirchhoff-Platte 10 x
10m und die zugehdrigen dquivalenten Knotenkréfte f;, die die Momente my, der
shape functions im Aufpunkt sind, K = 20530 kNm?. Die f; sind Momente M,
und M,, vertikale f; gibt es keine, weil die ma, aus der Absenkung der Knoten

in Elementmitte null sind, die Verliufe mg, sind antimetrisch, (WINFEM + BE-
PLATTE)
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sind konstant. Aus dem Sprung, den die konformen shape functions nicht
nachvollziehen kénnen, werden zwei antimetrische Halbwellen, siche Bild
3.41. Sinngemif gilt dasselbe fiir die Normalkrifte und ihre Einflussfunkti-
onen, j; = EAy}(z), siehe Bild 3.77 d, und ebenso das V(z) in einem Seil.
Aber was in der Mitte des Elementes noch richtig sein kann, (wenn die Bela-
stung p konstant ist), ist es bestimmt nicht mehr zu den Enden hin und daher
ist klar, dass die Genauigkeit der Schnittkréifte zu den Enden hin abnimmt.

3.28 Die lokale Einflussfunktion

In Stabtragwerken ist die lokale Einflussfunktion die Einflussfunktion am
beidseitig eingespannten Element (fized ends). Diese muss zur FE-Einfluss-
funktion addiert werden, um das Bild komplett zu machen. Das Stabwerks-
programm reduziert ja die Dirac Deltas in die Knoten, § — j;, und um das
zu korrigieren, muss es am Schluss die lokale Losung dazu addieren.

Die Einflussfunktion Gg(y,z) fiir die Durchbiegung eines eingespannten
Balkens, siehe Bild 3.52 b, lautet

(—x)3 | (—x)*
1 ! : ) wg(y)+( 2) pily) y<=z
Go(y,z) = Vol 23 22 (3.176)
—gwf(y)—7<p§(y) r<y

wobei die ¢f(y) die lokalen shape functions sind, siehe (3.62), und die Ein-
flussfunktion fiir die Langsverschiebung in dem Balken, siehe Bild 3.53,

Goly, ) = ELA {f@} (‘”’“"y))‘F’S W v = (3.177)

basiert auf den shape functions (3.61) des Stabelements. )
Die Berechnung dieser Einflussfunktionen ist eine einfache Ubung in linea-
rer Algebra.

Beispiel 3.7. Zum Exempel berechnen wir die Einflussfunktion (3.176) fiir
die Durchbiegung des eingespannten Balkens. Die dquivalenten Knoten-
kréifte dieser Einflussfunktion lauten j; = @;(x) - 1 und demnach betragen
die Lagerkréfte, also die Festhaltekrifte, siehe Bild 3.17,

V(0) = j1 = p1(x) M(0) = jo = pa(x) (3.178a)
V() = —js = —p3(x) M(l) = —js = —pa(x) . (3.178b)

Die Einflussfunktion kann man nicht in geschlossener Form angeben, weil die
Querkraft im Aufpunkt springt. Fiir die beiden Teile machen wir die Ansétze

Gi(y,x) = a(z) ps(y) +b(x) ealy) Gy, z) = c(z) p1(y) + d(z) 2(y) -
(3.179)
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Go(y, I)

y
y

Bild 3.52. Einflussfunktionen fiir b) die Durchbiegung w und ¢) die Verdrehung
w' eines eingespannten Balken (MATLAB™)
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- Gl(yva:)

c 77 Gr(z) = ¢1(y)

Bild 3.53. Einflussfunktionen fiir a) die Lingsverschiebung und c) die Normalkraft
eines beidseitig festgehaltenen Stabes

Weil die Ansitze die Lagerbedingungen w = w’ = 0 einhalten, miissen wir uns
nur noch um die statischen Lagerbedingungen kiimmern. Im linken Lager
muss gelten

{ V3(0) V4(0)] [a]

Ms(0)  Ma(0) | | b ‘jl(m)} = [%Ex) ] . (3.180)

und im rechten Lager
i) 2] [a] = [to] == [50] == (265 oo

Weil wir die Liange [ und die Lage x des Aufpunkts offen lassen, brauchen wir
ein Programm wie MATLAB™, um die allgemeine Lésung zu bestimmen
(1—2x)3 (I —x)? 3 x?

_ _ A D A 182
6Bl ' 2E1 °" smI YT 3EI (3.182)
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So wurde die Einflussfunktion (3.176) berechnet.

Die Einflussfunktion G (y, ) fiir die Verdrehung w’(x) ergibt sich durch
Ableitung von (3.176) nach x

(0 —a)?
_ 1 2
T EI 22

—;sﬂf(y)—wé(y) T <y

ps(y) — (U —2)pi(y) y<uz

Gi(y,z) (3.183)

und sinngemifl so auch Go = —EId? Go/dx?, die Einflussfunktion fiir das
Moment,

(l—z)p5(y) —pily) y<=
Ga(y,x) = { . . (3.184)
@7 (y) + ¢5(y) <y
und die Querkraft, G5 = —EI d® Gy /dx?, siehe Bild 3.54,
—p5(y) y<=
Gs(y,z) = { . . (3.185)
eily) =<y

In Léngsrichtung geht man genauso vor. Die lokale Einflussfunktion fiir
N(x) setzt sich aus den beiden horizontalen shape functions ¢1(x) = (€—x)/¢
und @5 (z) = x/¢ zusammen, siche Bild 3.53 c.

Beispiel 3.8. Wir berechnen die Einflussfunktion fiir das Einspannmoment
M(0) des Zweifeldtrigers in Bild 3.55. Die dquivalenten Knotenkrifte j; =
M (;)(0) der beiden shape functions p;(x), siehe Bild 3.55, sind

J1= —EI% ja=0. (3.186)

Auf den ersten Wert kommt man wie folgt: Die shape function i(x) ist im

ersten Element identisch mit der lokalen Ansatzfunktion ¢f(x) und deren

Moment im Punkt z = 0 ist M (¢§)(0) = —EI-2/3. Die zweite shape function
a(x) ist im ersten Element null und so ist j; = 0.

Das System K g = j zur Bestimmung der Knotenwerte g; der Einflussfunk-

tion
E {2 4} [92} =FEI [ 0 (3.187)

hat die Losung g1 = —0.3810, go = 0.1905. Im ersten Element ist zur Ein-
flussfunktion noch die lokale Einflussfunktion G§ = 5(y) zu addieren (setze
in der Formel fiir G, (x) in Bild 3.54 a z = 0 = Aufpunkt)

Ga(y,z=0) = g1p1(y) + g2 02(y) + (3.188)
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a l

Gi(z) = —ps(y)
| I 1 !

z v \

E EF-Querkraft Gy (z) = ©1(y)

b

Bild 3.54. Einflussfunktionen fiir a) das Moment und b) die Querkraft in einem
beidseitig eingespannten Balken. Die ¢; sind die Funktionen in Bild 3.16

Beispiel 3.9. Auf demselben Weg erhalten wir die Einflussfunktion fiir die
Querkraft im linken Lager. Die dquivalenten Knotenkrifte j; = V(p;)(0)
betragen j1 = ET -2/3 (das ist V(5)(0)) und jo = 0, so dass das System
Kg = j die Losung

g1 = 0.3810 g2 = 0.1905 (3.189)

hat und die Einflussfunktion lautet damit

Gs(y,z=0) = g1p1(y) + g2 02(y) + (3.190)
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U U2

D

g 0 wa2(y)
C V
d 45° @S (y)  lokale EF-M(0)

EF-M = —0.3810 1 (y) + 0.1905 0 (y) + | 5 (y)e |

N

f ¢5(y)
/

EF-V =0.3810 ¢1(y) — 0.1905 @2(y) + | 5 (y)z
e

9
Ll/
EF-V = 0.1905 v1(y) + 0.5714 ¢2(y) +| lokale EF

0.83

lokale EF-V(0)

Bild 3.55. Zweifeldtréiger, a) System, b) und c) shape functions p1(y) und @2(y),
d) lokale shape function, e) Einflussfunktion fiir das Einspannmoment, g) fiir die
Lagerkraft (= Querkraft) und h) fiir V(z = 5). Die Funktionen ¢; sind die Funk-
tionen in Bild 3.42
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Momente  j; =2/3 o =2/3
L = S
| Youm . Am |
g1 = 0.1905 g2 = 0.5714

lokale EF
C i <
EF-V = 0.1905 @1 (y) + 0.5714 o (y) +
d '\ <

0.83

Bild 3.56. Im Detail: Berechnung der Einflussfunktion fiir die Querkraft V(z = 5),
a) dquiv. Knotenkrifte j; = V(p;)(x = 5) fiir die EF, b) die Verformungen g; aus
den j; also g = K~'j, c) die lokale Einflussfunktion, d) die endgiiltige EF

Beispiel 3.10. An demselben Tréiger berechnen wir, siehe Bild 3.55 h, die
Einflussfunktion fiir die Querkraft V(z) einen Meter rechts vom mittleren
Lager, x = 5; bezogen auf das zweite Element ist das lokal z. = 1. In Bild
3.56 ist die Berechnung im Detail dargestellt. Im zweiten Element haben die
shape functions die Gestalt

p1=p5(ze) P2 = ph(e) (3.191)

und die j; lauten daher

h=VEEe =1 =5 =V =1) =3 (3.192)

Das System Kg = j hat die Losung
g1 = 0.1905 g2 = 0.5714, (3.193)

und die Einflussfunktion ergibt sich zu, siehe Bild 3.56 d,
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f
4%
0=4 vy 3
- »
/’j4 = —0.5000-FET
\
Moment + Kraft TJE‘ = —0.3750-FE1
c‘])
b ><Q
<«— FE-EF

(ohne lokale EF)

A45° P2 (v)
lokale EF =

EF-M(0) am clamped beam
d

Bild 3.57. Einflussfunktion fiir das Einspannmoment des Kragtrigers, b) dquiv.
Knotenkrifte fiir die EF, js = M (p3)(z = 0), ja = M (pa)(z = 0) c) die exakte EF
und die FE-Nidherung, d) die lokale Einflussfunktion, die mit ¢2 identisch ist

P2

Gs(y,x =5) = 0.1905 1 (y) + 0.5714 @2 (y) + | lokale EF |. (3.194)

Je nach Lage des Punktes y, in dem die Auswertung geschieht, hat die lokale
Einflussfunktion die Gestalt, siehe Bild 3.54 b,

b@hEF:{‘”ﬁw y<z (3.195)
eily)  z<y.

Beispiel 3.11. Wir berechnen die Einflussfunktion fiir das Einspannmo-
ment des Kragtriigers in Bild 3.57. Es ist £ = 4. Der Vektor j = {43, j4}"
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lokale EF addiert
e
6EI/C _ 6 EI/0>

identisch

identisch
| }

GEI/Z _/ ﬁ//fz

fe———>

14

Bild 3.58. Einflussfunktionen fiir die Querkraft in zwei Punkten eines Feldes

sind die Momente der shape functions @3 und ¢4 im Aufpunkt = = 0, siehe
(3.158), und das System Kg = j hat die Losung

0.1875 0.3750] [gs] ... [0.375 T
EI [0.3750 1.0} LM] =-kI [ 0.5 ] g—[ 1] . (3.196)

Die Einflussfunktion ist die Summe aus der FE-Einflussfunktion und der loka-
len Einflussfunktion, die mit @9 (x) identisch ist, Verdrehung des linken Lagers
um tan = —1 (nach oben),

Ga(y,0) = g3 - p3(y) + 94 - a(y) + = -y, (3.197)

also die bekannte schriige Gerade, die wir hier mit y laufen lassen, weil x = 0
den Aufpunkt markiert. Weil der Balken aus einem Element besteht, gibt es
keinen Unterschied zwischen ¢; und ¢f.

Wir merken noch an, dass sich in allen Einflussfunktionen fiir Krifte das
ET herauskiirzt, was bestétigt, dass die Einflussfunktion bei feldweise gleichem
FET nicht von ET abhéngt.

Beispiel 3.12. Die Einflusslinien fiir die Querkréfte in einem Feld sind —
ausserhalb von dem Feld — alle gleich, s. Bild 3.58, weil die erzeugenden Kno-
tenkréfte j; = V(p;)(z) nicht von 2 abhéingen, die dritten Ableitungen der ¢;
sind ja konstant. Dem entspricht, dass die Querkrifte in einem unbelasteten
Feld konstant sind und die Einflusslinien daher aulerhalb gleich sein miissen.

Man starte das Programm BE-FRAMES und lasse sich die Einflussfunk-
tion fiir die Querkraft in einem Riegel anzeigen (GF-anywhere). Wenn man
innerhalb des Riegels von einem Punkt zum andern springt, &ndern sich die
Verldufe auflerhalb von dem Riegel nicht, nur im Riegel selbst.

Die Einflussfunktionen fiir die Spannungen oy, in einem CST-Element sind
auch im Element immer gleich, weil die Knotenkriifte j; = o () () fiir alle
Punkte & denselben Wert haben.
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Was man in Bild 3.58 auch sieht, ist, wie die Knotenmomente, die die
Einflussfunktionen erzeugen, mit £ — 0 gegen oo gehen, und sich die Einfluss-
funktion immer weiter aufwolbt, V' — oo, siehe Kapitel 6.2.

Die j; = V(p;)(x) sind zahlenmdfig die Querkréfte der vier shape functions
©i, siehe (3.159),

' _ 12EI . 6EI
=i == == (3.198)

Statisch sind j; und j3 Knotenkriifte (nicht angetragen, weil null Wirkung am
starren Lager) und jo und js sind Momente, weil us und uy Drehfreiheits-
grade sind. (Am globalen System Kgys haben die u; und j; natiirlich andere
Indizes).

Verallgemeinerung

Diese Technik ldsst sich auf alle Stabgleichungen, wie etwa einen elastisch
gebetteten Balken

ETw"™ (z) + cw(z) = p(x) (3.199)
anwenden. Mit Hilfe der homogenen Losung, siche (4.49a),

wy(z) = 2% (cy cosfa+ ey sinBa) +e PP (cz cosfx+eysinfa)  (3.200a)
B=+/c/AEI (3.200Db)

kann man die vier shape functions ¢¢(z) berechnen, siche Kapitel 10, daraus
dann die Knotenkréfte der Einflussfunktionen fiir M (z) bzw. V (x)

Ji=M(pi)(x)  baw.  ji=V(pi)(x) (3.201)

und dann bestimmt man die Koeffizienten a, b, ¢, d der lokalen Lésung links
und rechts vom Aufpunkt

wr(x) = aps(x) + bes(x) links (3.202)
wr(z) = cpi(z) + dps(x) rechts, (3.203)

wie auf Seite 314.

Kraftgroflenverfahren oder andere Verfahren

Man muss die Einflussfunktionen nicht mit finiten Elementen berech-
nen. Wir haben zwar die Knotenkrifte mit finiten Elementen hergeleitet,
aber ein klassisch ausgebildeter Statiker kiéme auf dieselben Knotenkrifte
ji = J(¢i)(x). Die Gleichgewichtslage des Tragwerks unter den Knotenkréften
ji plus der lokalen Einflussfunktion ist die Einflussfunktion — unabhéngig von
finiten Elementen. Die ¢; sind ja nicht eine Erfindung der finiten Elemente.
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0.555

0.201

A

'

A
v

A
Yy

4 4 4

Bild 3.59. Einflussfunktion fiir die vertikale Verschiebung. Die j; (rot) sind zah-
lenmiBig die Lagerkrifte x(—1) am eingespannten Balken

Wir erwéhnen das, weil das Thema Kraftgrofenverfahren und Einflussfunk-
tionen in den Biichern oft so kompliziert dargestellt ist, [129], dass man schon
vor der Notation zuriickschrickt und es lieber lésst.

Aber es ist viel einfacher, man braucht nur die j; (das sind die f;) und die
lokale Einflussfunktion aus Bild 3.54. Und Lastfille mit Knotenkréiften lassen
sich mit dem Kraftgroflenverfahren doch leicht berechnen.
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3.29 Schrager Balken

Die Normalkraft und die Querkraft in einem Balken sind ,lokale’ Grofien.
Thre Einflussfunktionen werden generiert, indem man das N(p§)(z) bzw. das
V(ef)(x) aus den vier lokalen shape functions ¢¢ (Balkenanteile) als Knoten-
krafte j; aufbringt. Weil die Schnittkriifte lokal sind, spielt die Neigung des
Balkens keine Rolle.

Bei den Weggrofien ist es anders. Zur Berechnung der Einflussfunktion fiir
die vertikale Durchbiegung (global y) eines Punktes 2 des schrigen Balkens
muss man wissen, wie grof§ die Absenkungen des Punkts aus den 2 x 3 ¢f der
beiden Endknoten sind; diese Verschiebungen sind die j;.

Bevor man da den sinus und cosinus bemiiht, spannt man den schriagen
Balken an beiden Enden ein und belastet ihn mit einer vertikalen Kraft P = 1
im Aufpunkt, siehe Bild 3.59. Die Lagerkrifte aus diesem Lastfall sind nach
Betti zahlenméBig gleich den Wegen j;, die die ¢f im Aufpunkt gehen

Wl,g =—-0.799-1+1 72 = W271 =0. (3204)

Die beiden Teile (lings und quer) von ¢§ sind homogene Losungen der Stab-
bzw. Balkengleichung — keine Lasten bei der Bewegung ¢5 im Feld — und
daher ist W51 = 0, weil die null Lasten im Feld null Arbeit auf dem Weg v(z)
(LF P = 1) leisten. Die Lagerkriifte aus P sind also gleich den Bewegungen
Ji, die als Knotenkrifte aufgebracht die Einflussfunktion erzeugen. Und wie
immer am Schluss, muss man noch die lokale Einflussfunktion im Element
dazu addieren. Dazu dreht man den Balken in die Horizontale, zerlegt P =1
in einen tangentialen und normalen Anteil, Py = 1 - cos(30), ermittelt die
Biegelinie (= EF) aus Py am beidseitig eingespannten Balken und triigt sie
senkrecht zum schriagen Balken von der FE-Einflussfunktion ab.

3.30 GF-Anywhere

In dem Programm BE-FRAMES wird bei einem Klick auf einen Punkt z
die Einflussfunktion fiir die gewiinschte Grofie

u(z), N(x), w(z),w (z), M(z),V(z) (3.205)

angezeigt, siehe Bild 3.60. Das geht sehr schnell, weil das Programm gleich
nach der Eingabe der Abmessungen die inverse Steifigkeitsmatrix K ' be-
rechnet und abspeichert.

Angenommen die ZielgroBe sei das Moment in einem Riegel, J(w) = M (z).
Die dquivalenten Knotenkréfte j7 in den beiden Knoten des Elements sind also
die Momente der sechs shape functions ¢5(z), k =1,2,...6, des Elements

gk = M(ep)(x) (3.206)

in dem Punkt x; das sind vier Zahlen j{ (die Léngsverschiebungen ¢§(x) ha-
ben keine Momente). Diese lokalen Lastgrofen werden, wie in jedem anderen
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Bild 3.60. GF-Anywhere, ein einfacher click und man sieht sofort a) die EF fiir die
Normalkraft in dem Stiel oder b) fiir das Moment in dem Riegel (BE-FRAMES)
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Lastfall auch, in das globale Koordinatensystem transformiert, j7 — j; und
in den Vektor j geschrieben, der bis auf die (nun) sechs Eintrége leer bleibt.

Das Produkt g = K~ 'j (aus sechs Spalten) sind dann die Knotenwerte g;
der Einflussfunktion

Gu(y,x) = Zgl(x) vi(y) - (3.207)

Damit ldsst sich G, (y, z) zeichnen. In dem Element mit dem Aufpunkt wird
nur noch die lokale Einflussfunktion dazu addiert, siehe Kapitel 3.28.

3.31 Aufpunkt im Knoten

Man kann sich Einflussfunktionen fiir Knotenverschiebungen und -verdreh-
ungen anzeigen lassen, aber nicht fiir Schnittkrifte ,im Knoten‘; immer nur
links und rechts von einem Knoten, denn die Querkraft oder das Moment
links von einem Rahmenknoten ist in der Regel nicht dieselbe wie rechts vom
Knoten, jede Seite hat ihre eigene Einflussfunktion. Das kennt man ja auch
vom KraftgroBlenverfahren, wo man Gelenke immer nur neben einem Knoten
einbauen kann.

3.32 Die zentrale Gleichung

FE-Einflussfunktionen liegen in separierter Form vor?!

Gu(y,r) = g1(z) p1(y) + 92(z) p2(y) + - .- + gn(®) Pn(y) s (3.208)

und das ist der Grund, warum bei der Uberlagerung mit der Belastung p(y)
die dquivalenten Knotenkréfte erscheinen

l n 1 n
w(@) = [ Gula ) dy =3 0w) [ ) eit) dy = ata) £
- T (320)

und somit die Auswertung einer Summation iiber die Knoten gleich-
kommt. Aus dem Wirkungsintegral wird das Skalarprodukt g” f. Fiir die Be-
lastung werden die dquivalenten Knotenkriifte gesetzt und der Einfluss einer
Knotenkraft f; auf das Funktional J(up) = up(z) ist gleich der Arbeit, die f;
auf der zur Einflussfunktion gehorigen Knotenverschiebung g; leistet.

Nun kann man up,(z) aber auch berechnen, indem man das Dirac Delta mit
der Biegelinie uy, iiberlagert

21 Wie ein Telefonkabel am Zugfenster: Den Verlauf zwischen den Masten, liefern
die ¢;(y) und das auf und ab, die Hohe in der das Kabel die einzelnen Masten
(Knoten) passiert, das steuern die g;(z).
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l

up () = ; 3y —z)un(y) dy, (3.210)

und wenn wir diese beiden Darstellungen verkniipfen, dann sind wir bei der
zentralen Gleichung zu dem Thema Einflussfunktionen und finite Elemente.

Theorem 3.2 (Die zentrale Gleichung).

un(z) = / Gy, 2)p(y) dy = / > a@ i) pw)dy = Y i) f

=g'f=g"Ku=g"K"'u=3"u=> jiu=> ei(z)u
l l 1 1
- / S wiily) 6y — ) dy = / wn(y)dy—z)dy.  (3.211)

Die Verformung up(z) in einem Punkt z ist also das Skalarprodukt zwi-
schen dem Vektor g, den Knotenwerten der Einflussfunktion, und dem Vektor
der dquivalenten Knotenkrifte f oder, umgekehrt, zwischen den Knotenwer-
ten u; der FE-Losung und den #quivalenten Knotenkriiften j; = ¢;(z) der
Einflussfunktion

l
| mws =)= i = i"u

up(z) = (3.212)

!
| Guwowtn) s =g" .
0
Dies gilt fiir alle linearen Funktionale (es ist Kg = j, Ku=f, K = K")

T T T
Jju =g Ku=g"f
J(u) = . _ f 3.213

und sie ist die denkbar knappste Darstellung eines linearen Funktionals?2.
Da die Wirkung J(u) = jTu des Vektors j auf w der Wirkung des Dirac
Deltas auf u gleicht

l
u(z) = / 5y — z)uly) dy (3.214)

nennen wir den Vektor j den Dirac Vektor des Funktionals J(u).
Die erste Formel

J(u) = jTu = jlul +.j2u2 +... +.7nun
= J(p1)ur + J(p2)us + ... + J(on)un (3.215)

22 The middle term K is self adjoint, this allows the easy transition back and forth.
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spielt die Berechnung von J(u) auf die Einzelwerte j; = J(¢;) zuriick. Liest
man die j; als Krifte in den Knoten, wie in Bild 3.41, dann ist J(u) die Arbeit,
die die j; auf den Wegen wu; leisten.
In der zweiten Formel, J(u) = g* f, werden die dquivalenten Knotenkriifte
mit den g;, den Knotenverschiebungen der FE-Einflussfunktion, gewichtet.
Die Gleichung

J(w)=jTu=g"f (3.216)

ist eigentlich die zentrale Formel, denn bei den finiten Elementen ist ,alles
Funktional. Jede Ableitung

dﬁ 87.14 8210
dz oz, Oz Oy

(3.217)

ist ein Funktional, jedes Ergebnis ist ein Funktional und zu jedem linearen
Funktional gehort eine Einflussfunktion, ein Vektor g, und das Skalarprodukt
mit dem Lastvektor f ist der Wert J(u) des Funktionals.

Um die zweite Ableitung der Biegelinie in einem Punkt z zu berechnen,
kann man die shape functions von Hand differenzieren, w”(x) = >, ¢} (x)w;,
oder man bildet das Skalarprodukt

w'(z) =g f. (3.218)

Natiirlich rechnet niemand (anscheinend) so, aber die entscheidende Botschaft
ist, dass das Differenzieren, wie jede Auswertung eines linearen Funktionals,
auf lineare Algebra zuriickgefiihrt werden kann, J(u) = g7 f. Zu jeder
Messung an einem Tragwerk gibt es einen Vektor g und das post-processing
ist theoretisch ein wiederholtes Anwenden dieser Formel.

Jetzt denke man an eine singuléire Ecke. Zehn Zentimeter vor und hinter
der Ecke sehen wir Spannungen, wie sie unterschiedlicher nicht sein kénnen.
Das bedeutet doch aber, dass die zugehérigen Vektoren g — obwohl die Auf-
punkte nur 20 cm entfernt sind — krass unterschiedlich sind. Singularitéten in
den Spannungen iibersetzen sich also in oszillierende Vektoren g, in oszillie-
rende Einflussfunktionen, siche die Bilder 3.61, 3.62 und 3.63.

Man beachte, dass die Vektoren g nicht LF-abhéngig sind, sondern zu dem
Modell gehoren. Sie entstehen mit dem Modell, wie alle Einflussfunktionen,
nur der spezielle Lastfall macht die Unterschiede zufillig sichtbar.

3.33 Der einzelne Punkt und das Ganze

Die finiten Elemente schwenken immer schnell auf die lineare Algebra iiber,
auf Vektoren und Matrizen, aber es sei nicht vergessen, dass jeder Punkt
,analytisch® ist, in jedem Punkt das Ganze steckt, denn jeder Wert ist das
Skalarprodukt der Einflussfunktion Gy und der Belastung p
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Bild 3.61. Ein nur leicht falsch gesetzter Randknoten fiihrte zu Singularitéiten in
den Momenten, a) vorher, b) nachher (BE-PLATTE)
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Bild 3.62. Die Einflussfunktionen fiir das Randmoment m,,, in zwel nahezu iden-
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Bildschirm.

Bei den finiten Elementen werden dagegen erst die Knotenwerte u

bestimmt und dann mit den shape functions dazwischen interpoliert. Theore-
tisch konnten sie es aber den Randelementen nachmachen. Sie briuchten nur
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(3.221)

— voila — auf dem Bildschirm

Go(p —pn) di2y .
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3.34 Darstellung einer FE-L6sung

)

s es zwei Wege in der FEM gibt. Entweder
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In Kapitel 6.13 werden wir naher auf dieses Thema eingehen.

Gf} den ¢; an, oder den Fehler p — p;, den p;

(@) - un(x) =

Das soll deutlich machen, das
man denkt in shape functions @; oder in shape forces p;, lastet den Fehler

Bild 3.63. Dieselben Einflussfunktionen nachdem die Lage des Knotens korrigiert
Wir fassen zusammen:

wurde, [119], (BE-PLATTE)
den FE-Lastfall pj, in (3.220) einzusetzen und

erschiene die verformte Struktur.

Go —
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So wie man den Vektor u = K ' f auf zwei Arten schreiben kann
u=>,fig,i=>,uie (3.222)
so auch die FE-Losung

u(z) =3, figi(z) = 32, ui pi(w) (3.223)

Die g;(z) sind die Einflussfunktionen fiir die Knotenverschiebungen w;, die
wi(x) sind die zugehorigen shape functions und die f; sind die dquivalenten
Knotenkrifte. In der Darstellung des Vektors w sind die g, die Spalten der
Inversen K~ = [g,,9s,...,g,] und die e; sind die Einheitsvektoren.

In (3.223) stehen die zwei wichtigsten Basen {g;(z)} und {¢;(z)} des An-
satzraums V), nebeneinander, siehe Kapitel 3.41.

3.35 Stabtragwerke und J = g7 f

In der zentralen Gleichung J(w) = g7 f ist J(w) die Schnittgrofe im Last-
fall f. Bei Stabtragwerken, wenn EA und ET konstant sind, kann man jedoch
das FE-Ergebnis exakt machen, indem man das lokale Ergebnis (am clam-
ped beam) zu dem Ergebnis addiert, wie in Bild 3.8 b,

le
J(w) = gTf + / Gioc(t,2) p(y) dy . (3.224)

Wir machen das automatisch, deswegen ist uns dieser Schritt nicht so bewusst.

Das lokale Ergebnis ist die Uberlagerung der lokalen Einflussfunktion G,
fiir M (z), V(z) etc. mit der Belastung im Feld. Das geht natiirlich einfacher:
Man berechnet am eingespannten Element das Moment oder die Querkraft —
was immer J(w) gerade ist — aus der Belastung p im Aufpunkt z und addiert
diesen Wert zu g” f; er entspricht genau dem Integral.

Wenn die Belastung p so ungewohnlich ist, dass die Schnittkréfte nicht in
den Handbiichern stehen, kann man natiirlich auch iiber die Einflussfunkti-
onen gehen, wie in Kapitel 3.6.

Bei Flidchentragwerken geht all das leider nicht, kann man nicht ,nachbes-
sern‘, ist mit J(w) = g7 f Schluss, denn sonst hitten wir schon lingst ein
Drehwinkelverfahren fiir Platten und Scheiben.

3.36 Handberechnung

Die Formel

J(w) =g f (3.225)
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sieht natiirlich sehr elegant aus, aber wenn man sie ausschreibt??
4
Jw)=g"f="K '"f=5"u=> Mp)(z) u, (3.226)
- Y

Ji

dann erkennt man, dass sie mit der Handberechnung {ibereinstimmt — wie
sollte es auch anders sein?

In diesem Beispiel ist J(w) = M(x) das Moment in einem Riegel. Die
Eintrige j; in dem Vektor j sind die Momente M (p;)(x) der shape functions
in dem Aufpunkt z — der Vektor j ist also nahezu leer — und die u; sind
die Durchbiegungen und Verdrehungen der beiden Endknoten des Riegels. Zu
diesem Ergebnis muss man noch das Moment der lokalen Losung im Aufpunkt
addieren, +Mj,.(z), also z.B. pi?/24 bei Gleichlast und x = Feldmitte.

Wenn wir oben gesagt haben, dass niemand so rechnet, keiner die Formel
J(w) = gTf benutzt, niemand Einflussfunktionen im Alltag benutzt, dann
sieht man hier, dass jeder diese Formel benutzt, denn Handberechnung und
J(w) = g f ist — bis auf das fehlende lokale Ergebnis — dasselbe.

3.37 Zustandsvektoren und Messungen

In einem iibertragenen Sinne représentiert der Verschiebungsvektor u einen
Zustandsvektor des Tragwerks und die Auswertung eines Funktionals

J(u)=g"f=9"Ku, (3.227)

die Bestimmung des Moments J(u) = M (z) oder der Querkraft J(u) = V(x)
in einem Punkt z, kann man als eine Messung an dem Tragwerk verstehen.
Naheliegend ist es dann zu fragen, wie sich die Messwerte verdndern, wenn
sich die Steifigkeitsmatrix dndert, wenn das Tragwerk aus einem System K
in ein System K — K + AK {ibergeht?

Die urspriingliche schwache Formulierung (Variationsformulierung)

du' Ku = su” f (3.228)
und die geéinderte Formulierung haben dieselbe rechte Seite
ul (K + AK)u, = du” f, (3.229)
so dass die Differenz der beiden Gleichungen, e = u. — u, den Ausdruck
du'Ke = —6u’ AKu, (3.230)
ergibt. Setzen wir fiir du den Vektor g der Einflussfunktion, dann folgt
J(e) = J(u.) — J(u) = —g" AKu,, (3.231)

23 Die ¢; sind hier die vier Balken-p; in dem Element mit dem Aufpunkt z.
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was ein lokales Resultat ist, zumindest so lokal wie die Matrix AK, weil
wir zur Berechnung von J(e) nur iiber das geénderte Element 2. integrieren
miissen, sinngeméf ist die rechte Seite ja so etwas wie das Mohrsche Arbeits-
integral iiber das Element [0, [.].

Man stelle sich einen grofien ebenen Rahmen vor, in dem ein einzelner Rie-
gel reifit, EI — EI + AEI, AEI < 0. Der Riss bedeutet einen Ubergang
von der Matrix K zu einer neuen Matrix K + AK, wobei die Zusatzmatrix
AK = AEI/FEI - K. die kleine, urspriingliche Steifigkeitsmatrix des gerisse-
nen Elementes statt mit dem Vorfaktor ET/I?> nun mit dem Vorfaktor AET/[?
ist — klein verglichen mit der Gréfle von K.

Wenn der Rahmen 2 n Freiheitsgrade u; hat, dann kénnten wir theoretisch
(aber wirklich nur theoretisch) 2n Messungen J;(e) = u;. — u; mit den 2n
Knotenvektoren g, an dem gerissenen Element

Ji(€) = e —u; = —gF AKu, (3.232)
vornehmen und so die gedinderten Knotenverschiebungen
Uie = u; + Ji(e) (3.233)
— in Matrizenschreibweise ist das
u. =u+ K"V AKu, (3.234)

berechnen, weil die Spalten der Inversen gerade die Knotenverschiebungsvek-
toren g, der Einflussfunktionen fiir die Knotenverschiebungen u; sind.

Das Problem dabei ist natiirlich, dass wir den Vektor u. nicht kennen, den
wir brauchen um J;(e) zu berechnen. In dieser Situation ist es bequemer fiir
den Vektor u, ndherungsweise den urspriinglichen Vektor u zu setzen

Ji(e) ~ gl AKu, (3.235)

oder u, durch Iteration bzw. eine sehr einfache — es sind nur wenige Zeilen —
direkte Berechnung zu bestimmen, siehe Kap. 5.27.
Das obige Resultat (3.234) impliziert im iibrigen, dass

I+ K 'AK)u, = u, (3.236)

was bedeutet, dass ein Tragwerk im Ubergang von K zu K + AK den
Zuwachs Au = u. — u nicht frei wihlen kann, sondern dass der neue Zustand
u. mit dem vorherigen Zustand v kompatibel sein muss.

In der Luft- und Raumfahrt steht man vor dem ,inversen‘ Problem. An
Hand der gemessenen harmonischen Schwingungen u,. eines Satelliten, muss
man die Gestalt der Matrix AK bestimmen.

Theoretisch kénnte man mit einer ganz einfachen Steifigkeitsmatrix K
starten, die man dann mit weiteren Matrizen AK; anreichert



(3.237)
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K,=Kyg+ AK;+ AKs +...+ AK;
und so wiirde man eine Kette von Losungen u; produzieren, wo jeder neue
Vektor u;4+1 mit dem vorhergehenden Vektor verschrénkt ist
I+ K;'AK;{1)uip = u; (3.238)

3.38 Der Satz von Maxwell
Eigentlich gehort der Satz von Mazwell in das Kapitel 2, aber wir wollten

vorher iiber Funktionale gesprochen haben.
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Bild 3.64. Zwei Einflussfunktionen, a) eine Einzelkraft generiert die Einflussfunk-
tion G fiir uz(x,) und b) ein Versatz erzeugt die Einflussfunktion G2 fiir die

Spannung o, im Punkt @; die beiden Kerne sind adjungiert, Jo(G1) = J1(G2)

Den Satz von Mazxwell kennen wir als die Gleichung
(3.239)

’U)l(l'g) = ”LUQ(l’l) .

Die Durchbiegung, die eine Kraft P, = 1 am Ort x1 in einem abliegenden
Punkt xo erzeugt, ist genauso grofS, wie die Durchbiegung, die eine Kraft Py =

1 am Ort o im Punkt xq1 erzeugt, siehe Bild 4.1.
Wir koénnen dies dahingehend verallgemeinern, dass die Kerne zweier
(3.240)

Funktionale ,iiber Kreuz* gleich sind, was heiflen soll

| J1(Ga) = Ja(Gh) |-
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EF fiir Moment im Punkt z.

G .,
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EF fiir Lagerkraft B
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Moment aus Go
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Jo(G1) = Lagerkraft B aus G; =—8112 = Moment aus Gy = J1(G2)

Bild 3.65. Zwei Einflussfunktionen und ihre Gleichheit J2(G1) = Ji(G2) iiber
Kreuz (BE-FRAMES)

In Worten: Was das erste Funktional J; angewandt auf die Finflussfunktion
Gs liefert, ist derselbe Wert, den das zweite Funktional Jo angewandt auf die
Einflussfunktion G liefert.

Die beiden Biegelinien w; bzw. we in (3.239), Einzelkraft P = 1 in a3
bzw. o, sind ja gerade die Einflussfunktionen G; und G fiir die beiden
Funktionale,

! !
Hw) =) = [ Gilyapdy  Jaw) = wle) = [ Galyizz)pdy
0 0
(3.241)
und so kommen wir auf den Ausdruck (3.240), der im iibrigen fiir alle Paare

von linearen Funktionalen und ihre Kerne gilt. Der Satz von Mazwell ist nicht
auf Durchbiegungen begrenzt.
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In einem gewissen Sinne ist das Resultat wi(z) = wo(x1) dasselbe, wie
die Feststellung, dass die Entfernung von einem Punkt A zu einem Punkt B
genauso groB ist, wie die Entfernung von B nach A?%.

Gleichung (3.240) ist die Grundgleichung. Sie ist der Satz von Betti auf
den Punkt gebracht.

Um diese Gleichung in Aktion zu sehen, betrachten wir eine quadratische
Scheibe auf der zwei Punkte x, und x; markiert sind, siche Bild 3.64. Im
Punkt , messen wir die horizontale Verschiebung eines Verschiebungs-
feldes u

Ji(u) = ug(xa) (3.242)
und im Punkt @x;, messen wir die Spannung o,
J2(u) = 0za(u) () (3.243)

dieses Feldes.

Die Einflussfunktion fiir das Funktional J; ist das Verschiebungsfeld G,
das von einer horizontalen Einzelkraft P = 1 erzeugt wird, und die Einfluss-
funktion G5 fiir J5 wird von einem horizontalen Versatz im Punkt x; erzeugt.

Geméf Maxwell (= Satz von Betti) gilt

J1(Ga) = Jo(GY) (3.244)

oder

Die Verschiebung im